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1. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Definition (Matrix): Eine Matrix vom Typ mX n ist ein rechteckiges Zahlenschema der

Form
Ky Ky (AT
A=| %1 &=z Oon
K o &

DieZahlen «; €IR heiRen Komponenten oder Elemente der Matrix A. Wir schreiben
A= (o‘ij)mxn oder nur A= (‘xij) .

Die mXx1 -(oder 1Xn )Matrix heifdt Spaltenvektor (oder Zeilenvektor), sie haben die Form
&y
§= E bZW. 2=<a1’...’an>

K

Zwel Matrizen heif3en gleich, wenn sie vom gleichen Typ sind;
«;=p; Vi,je{l,...,mx1,..,n|

]

Definition: Die Mengedler mXx n -Matrizen mit Komponenten aus IR schreibt man
R™" .Ferner R":=R""" Mengealler Spatenvektoren, R, :=R"" Menge
aler Zeilenvektoren.

Definition: Fir A, Be€R"*" und A€R wird A=B und A A komponentenweise

1
. C1(4a 3\, (6-1\_ 2
definiert, z.B.: 5 (1 0)+<2_ 5)-

—3)

8
£
2

DasSystem (& ...€,) der & €R" heiflX natiirlicheBasisdes RR" . Anaog dazu wird das aus
g':=(1,0,..)..."(0,0,...,1) bestehende System aus Zeilenvektorenaus R, die
natirliche Basisdes R, genannt.

0 - 0
0:=(: : :]er™" nenntmanNullmatrixvomTyp mxn -

0O .-+ 0
DieNullmatrix 0=R" (0=1IR,) heif’&t Nullvektor.
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Bemerkung: 3 A=(3 ;)
Ein reelles lineares Gleichungssystem mit m linear unabhangigen Gleichungen fir m
unbekannte X, ... X, hat die Form
Xy Xt o, X+ o+, X, =B,
Ky X+ Xo+ oo+ X, = By
mit den Koeffizienten «; € IR und den Absolutgliedern 8, € IR . Dafiir schreibt man kurz
Ax=Db mitder Koeffizientenmatrix A= (&) € R™" , dem Spaltenvektor % mit den

. [ B
unbekannten Komponenten %, und dem Spaltenvektor P={ : der rechten Seite.
B,

Das LGS heisst homogen, wenn  b=0 , sonst heisst esinhomogen.
Definition: Ein Spaltenvektor ¢ €IR" mit den Komponenten c€ IR heisst eine L dsung

von AX=Db ,wennfirx.=c¢ (1<i<n) diem Gleichungen tatsachlich erfiillt sind,
dh.wenn AE=D

Bemerkung: Ein homogenes System A X =0 besitzt stets mindestens eine Lésung, ndmlich die
Nulllésung oder trivialeLésung X, =X, =...=X,=0

Definition: 2LGS AX=Db,B%X=b¢ fir Xy ---» X, (nicht notwendig mit derselben
Anzahl von Gleichungen) heil3en aquivalent, wenn sie diesel be L sungsmenge besitzen.
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Bewels: Da diese Umformungen vom gleichen Typ riickgangig gemacht werden kénnen, éndern sie nichts
an der Losungsmenge.

Definition: ZUMLGS A x=b definiert man die erweiterte K oeffizientenmatrix
. g o O] By
(AIB): =| K

aml o O(mn Bm

Beispid:
12 3 _ _
A=[2 4 g | ;ersteZellema zwei
8 9 10
2 4 6 _
B=|2 4 g | ;undabziehen
8 9 10
00O
C=|2 4 6
8 9 10
AX=0, BX=0, CXx=0 sndaquivaent.

Das Gaul3sche Lésungsverfahren

1) dashomogene Systgem A X=0 :
Das Gaul3sche Eliminationsverfahren besteht aus zwei Tellen:
a) der Vorwaértselimination
b) der Rickwartssubstitution

Verfahren:

a) Man bringt durch Zeilenvertauschung eine Zahl  # 0 andie 1-1-Position, d.h. «;; #0 . Dann
annuliert man die darunterstehenden Zahlen durch Substraktion eines passenden Vielfachen der 1.
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Zeilevon der zweiten, dritten, ... , letzten Zeile. D.h.:
. . 0(21 .
2. Zelle 2. Zeille- — ersteZeile
&y
L . 0(31 .
3. Zele 3. Zeille- — erste Zeile
Xqq
usw.

Auf diese Weise entsteht aus A eine Matrix B:

* X X x
* % X

O OO T

* * * *

Il
SN
0
*
|—\> *
*
*
SN—

0 * * *

Es kann sein, dass nicht nur die 1. Spaltevon A, ((m— 1) X n— Matrix) Null ist, sondern die
vorderen s Spalten. ImFalle A, =0 ist die Elimination beendet. Andernfalls wiederholt man im
2. Eliminationsschritt denselben Rechenschritt an der ersten von Null verschiedenen Spalte von

A, , bisman nach htchstens m—1 Schritten zu einer Matrix gelangt, die eine sog.
Zeilenstufenform besitzt:

(*)

m-—r

coooooox
OO0 0o oo o X
oo o oo o X x
OO0 o o o x x
OO0 00O X x X
OO0 00O X x X
OO0 o o x x x
OO0 O X X X X
OCooX x x x X
OO x X x x x

oo : :
—

Kennzeichen der Zeilenstufenform:
1. Injeder Zeile stehen links vor dem Pivotelement nur Nullen.

2. Liest man von oben nach unten, so riickt das Pivotelement um mindestens eine Stelle nach
rechts.

Dashomogene LGS M X =0 istaquivalentzu AX=0 .
b) Ruckwartssubstitution:

Beispid:
1 -23 4 2
|0 0 2 1 -4 : -
M= 0 0 0 -1 3 .Dasentspricht M X=0 .

O 0 0 0 O
X —2X,+3%+4X,+t2X%X=0 ;
2X+X,—4X%=0 ;
—X,+3%=0 ;
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beschreibt nur die Abhéngigkeit der zu den Pivotstellen gehtérenden Unbekannten X, , X3, X,
(man nennt sie die abhangigen Variablen) von X, , X5 , die beliebig gewahlt werden kénnen und
daher unabhangige Variable oder freie Parameter heif3en. Man kann also setzen:

X, =A;, %=A, A€ER

dann folgt von unten nach oben:

X, =3 X=3A, ;
1
X3=§A2 ;

X, =2, —1554, ;

Diese Losung heildt allgemeine L 6sung, jede spezielle fur festes A, , A, partikulare L dsung.

Allgemein:
1. Diein (*) zu den Spalten ohne Pivot-Stelle gehérenden Unbekannten sind die freien Variablen,
sewerden der Reithenach gleich A, , A,, ..., A, _, gesetzt.

2. Im (*) zugehorige Losung bringt man die freien Variablen auf die rechte Seite, ersetzt siesie
durchdie A; und berechnet der Reihe nach von unten nach oben die zu den Pivotstellen
gehdrenden abhangigen Variablen. Diesliefert die allgemeine Lésung des LGS.

Beispiel:
1)
1 -4 O 1 —4 0 1 -4 O 1 -4 0 1 -4 O
A=|l2 -3 -1|={2-2 -3+8 -1|=|0 5 -1|=|{0 5 -1 |={0 5 -1
3 -7 1 3-3 -7+12 1 0O 5 1 0 5-5 1+1 O 0 2
X, —4x,=0 ;
5X,—X;=0 ;
2%,=0 ;
=X =X=X=0
1 -4 2 O 1 -4 2 O
2 -3 -1 -5 O 1 -1 -1
A= M =
2) 3 -7 1 -5 00 0 0
0O 1 -1 -1 0O 0 0 O

Xg=A1, X =A, ;

Rickwaértssubstitution: X, =X;+ X, = A, +A, | X =4X,—2X,=2A,+4A,

X 2 4
X, | _ 1 1
=A +A
- X3 11 10
X, 0 1

Definition: Die Anzahl der von 0 verschiedenen Zeilen (also die Anzahl der Pivotstellen) in
der aus A mittels Gaul3-Elimination erzielten Zeilenstufenmatrix M heif3t der Rang von
A, in Zeichen:
Rang A.
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Bemerkung: Spater werden wir zeigen, dass Rang A nur von A und nicht von speziellen
Eliminationsschritten abhangt.

Beweis:
b) Esgibt n - Rang A Spalten in M ohne Pivotstelle. Jede der zugehdrigen Variablen ist frei.
a) Gibt esin jeder Spalte ein Pivotelement (Rang A = n), dann gibt es keine freien Variablen, die
Ruckwartssubstitution X, =0=x,_,=0...=2x,=0
c)Aus Rang A<m und m<n = n—Rang AZn—m=>1 .Alsoenthdltdiealgemeine
Lésungvon A X =0 wenigstenseinefreieVariable. Mansetze X =A=1 .

2) Dasinhomogene LGS A %= b
In diesem Fall Lésungsweg:

a) Vorwartselimination an  ( Alb)
b) Losbarkeitsentscheidung

¢) Ruckwartssubstitution

a) (Ab)— (M|d) mitM; Zeilenstufenform

P * =* *  * * ... % 61
00 P * * * ... % :
- * ... 0%
(Mld)=[0 0 0 0P s,
6r+1
5

b) ist eineder Zahlen 6,,,,...,6,#0 ,ist das Gleichungssystem nicht I6sbar.

Beweis:Se 6,,,#0 .Dannistdie(r + 1)-teGleichung O X, +0X,+...+0Xx,=6,,,#0
Widerspruch!

c) Anzahl der freien Variablen: Ist A X =D |6sbar, so enthélt die allgemeine Lésung n - Rang A freie
Variable.

d)ImFale 6,,,=..=6,=0 verfahrt man wieim homogenen Fall. Esist in diesem Fall einfacher,
zuerst die partikuldre Losung  V, zu bestimmen, in der samtliche freien Variablen den Wert Null haben
und dann die alg. Lésung des homogenen Systems M X=0 zu bestimmen.

http://www.skriptweb.de
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Beweis:
a) Bedingung 9,,.,=...6,=0< dieausA und (AIB) erzielten Zellenstufenmatrizen haben die
gleiche Anzahl von Pivotelementen, dlso Rang A=Rang (AD) .
bymit AU=0 und AV,=b gilt A(V,+0)=Db .Umgekehrtfolgtaus AV=b, AV,=b
= u:=v-V, efullt Au=0 .
c) Folgt ausb) und Satz 1.1.

Beispid: 5x—-7y=3 ; -10x+14y=-6 ;

(5 73 _(5 ~73) : ;. _o (reieVariable)
A (—10 14‘—6):'\/' (o o‘o) %=0

5X —7X=3=X= g partikulére Losung.

-7
homogenes Gleichungssystem: (5 )(X1)=0 O X,=A, 5 5% —7X%X=0 ; x1=%2\2 alg.

0 O X,
hom.
7 3
Somit: (X)=7\z 5|+ 5
y 1/ \o
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2. Matrixmultiplikation

Definition: DasProdukt @-b einesZeilenvektors a€ IR, und eines Spaltenvektors
beR" ist definiert durch:

ab=(«... «,) 51 =Z:¢xi B,
3,-, i=1

-

Bemerkung: Esgilt offenbar (3, + &,)-b=& b+4d,b ; «(ab)=(xd)-b=2a(«b) ;
Va, & ,4,,€R,,beR"

Definition: Das Produkt eéner mX n -Matrix A=(0<ij)mxn= : miteiner nXr

-Matrix B= (B, )mxn=(51,.--,§) istdefiniert durch

A-B:=| : o leR™ "

Rechenregeln:

Dasfur A= (& )nyx, Unddem Spaltenvektor X €RR" berechnete Produkt A-X lautet:
oy Ky, 0 Oy, X, o X o, X+ g, X,
Kn1 Xpmo 0 Xgn X, K Xy F X, Xo+ oo+ X,

http://www.skriptweb.de
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Bawdis 1 0\(3 2\_(1-3+0-1 1-2+0-4\_(3 2) .
) 0 1/\1 4 0-3+1-1 0-2+1-4 1 4]
Definition (Transponierte): Jeder mxn -Matrix A= (e ;) zugeordnetist die
transponierte Matrix A", deren i-te Zeile aus den Koeffizienten der i-ten Spalte von A

besteht.
A=(a; )= AT =(B;;) mit Bi;=q,
Ky K o Ky Xyp &y o0 &y
A= 0"21 Ky = 0‘.2n - A= 0"12 Ky 0 Oyp :
‘Xml ‘me ‘xmn ‘xln O‘Zn (xmn

Beweis Nur (AC)' =C" A
ACeR™
(AC)" e R™™
C'eR™
ATeR™=C" ATe R”"
(A C)iTg =(A C)gi = ; aj Cy

(CT A), = ; Cay= ; Co

oder:

Y1 -
23=(0q )| =X yi=iyal| o |=8T 7
Yo o

Definition: Eine nx n -Matrix heil}t symmetrisch, wenn die transponierte Matrix A’
gleich der Matrix A ist. Sie hei}t schiefsymmetrisch, wenn A" = —A ist. In
Elementen:

Al=Ae oy=a;(1<i,j<n)

A'=—Ae a;=—a; (1<i, j<n) ,insbesondere &;=0 fiir schiefsymmetrische
Matrix.

http://www.skriptweb.de
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Beweis: (A+AT)ij=0(ij+(xji; (AA) = (AT -AT=A A

Bemerkung: Die Einheitsmatrix ist symmetrisch.

12 3 . .
2 4 g| Symmetrische Matrix
36 5
0 1 2 . . .
1 o 3| schiefsymmetrische Matrix
-2 -3 0

Beispiele:

-1 2\ (2 3\_(-12+12 -1.3+2.0\_(0 -3) .

3 4 10 2:3+1-4 3-3+4-0 10 9

2 3\ (-1 2 _ -2-1+3-3 2-2+3-4 _ 7 16

10 3 4 -1-1+0-3 1-2+0-4 -1 2

Definition: Eine mx n -Matrix A heif}t invertierbar, wenn I BeR"*" :
AB=B A=E .

In diesem Fall ist B eindeutig bestimmt, siewird mit A" bezeichnet und heisst inverse
Matrix oder die Inversevon A.

Satz 2.2 (Eindeutigkeit): Wenneszu A€ R"*" zwei Matrizen B,CeR"*" gibt mit
BA=AC=E ,dannistA invertiecbarund B=C=A" .

Beweiss B=BE=B(AC)=(BA)C=EC=C ;adsogilt: BA=AB=E ,undesgibtzuA
keine andere Matrix.

Beispid: 1. E=E E istinvertiethar, E'=E

(596 -6 2)

Far A=<a b) mit ad—bc#0
c a

-1_ 1 d -b
A _ad—bc<—c a)

- a by{d —-b)\_(ad—bc —ab+ba)_ B 10
Bewes: (c d)(—c a) (cd—dc —bc+ad> (ad bc)(o 1)

AA'=E

AtA=E

Beispid: 1. E=E E istinvertiethar, E'=E

-(29(29-(:9)

http://www.skriptweb.de
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Far A=(a b) mit ad—bc#0
c a

Al 1 d -b
ad—bc\-c a

d
- a by[{d —-b)\_(ad—bc —ab+ba)_ B 10
Bewas: (c d) (—c a) (cd—dc —bc+ad) (ad bc)(o 1)

, B'A'(AB)=(AB)B'A'=E ;

Beweis: @), b): A A
0 AA'=ATA
(AAY) =(AY) AT=E"=E ;
(A A) =A" (A7) =E
Bemerkung: Die Bedeutung der invertierten Matrizen fir LGSergibt sich aus:

AX=B ,mit B, X eR"** miteiner invertierbaren Matrix A€ R
eindeutigeLésung X =A™ B .

-E
-E

nxn

erhalt man die

Bewels:
a = 0. C=A"
c) = d: AX=0=>CAX=0=>EX=0=%=0
d) = e): Satzvon Rang A
c) = b): Nachfrilherem SatzistjedesLGS Ax=Db mit beR" eindeutiglésbar, esgibt aso
zuden Vektoren € der natlirlichen Basisdes IR" genau einen Vektor Bi mit ABi='e’i . Also

giltfirdie nxn -Matrix B=(b,,...,b,) dieGleichung:

http://www.skriptweb.de
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AB=(Ab,,..,AD,)=(&,...,&6)=E .

b) = a:Aus AB=E folg: B" A"=E .Wegendem bereits bewiesenen Schluss
c=e= b garantiert diesdie Existenzeiner nxn -MatrixDmit A'D=E .Alsoist A’
und damit A invertierbar.

Also: a=>c=>d=>e=>b=a .

Definition: Ineiner Matrix A€ R"*" heiRendie «; Diagonalelemente. Man sagt, sie
stehen auf der Diagonalen von A. Unterhalb der Diagonalen stehen  o; mit i > j
oberhalb oy mit i< j .MannenntA eineuntere (obere) Dreiecksmatrix, wennsie
hochstens auf und unterhalb (oberhalb) der Diagonalen von Null verschiedene Elemente

hat.
A Xz " & | obere Dreiecksmatrix oy j=ibzw. i< |
0 1o

Bemerkung: (obere Dreiecksmatrix)' = (untere Dreiecksmatrix) ; o = «;

Satz 2.5: Eine untere Dreiecksmatrix ist genau dann invertierbar, wenn sémtliche
Diagonalelemente # 0 sind.

Bewelis: Mit einer Dreiecksmatrix A hat dasLGS A X =0 genau dann nur dietriviale Lésung, wenn
alle Diagonaledlemente # 0 sind. Dann Satz Uber die Invertierbarkeit.

Beispidl: Spezielle Dreiecksmatrizen sind die Diagona matrizen.

D oy Oy v, X)L = 2
iag (o o ) 0 o o
0 - 0 «
. , 1 . 1 1
sndale o #0: Diag (e, -+, «,) = Diag (—---, =)
(Xl, (6.4

http://www.skriptweb.de
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3. Vektorraume

3.1 Der abstrakte Vektorraum

Definition (Vektorraum): Eine nichtleere Menge V, in der man zu je 2 Elementen
3 beV eneSumme a+beVundVaeVAVAeR dasElement A-a€V
bilden kann, heilt ein IR - Vektorraum oder Vektorraum tber IR bzw. linearer
Raum tUber IR , wenn folgende 8 Rechengesetze (die Vektorraum-Axiome) erflllt sind:
(V1) Additionist kommutativ: a+b=b+a V & beV
(V2) Additionist assoziativ: (a+b)+¢=a+(b+¢ V&b ceV
(V3) 30e€V, Nulldement oder Nullvektor mit a+0=a V aeV
1
(V4) vaevI(-a)eV:ia+(-a)=0
(V5) 1l-a=a VaeV,(1eN)
(V6) A(pd)=(Ap)a VA,ueRAEEV
(V) A(A+Db)=A3a+Ab VYA€RAEDbeV
(V8) (A+pu)a=aa+pua VA,uecRAd€V

Die Elemente eines Vektorraums nennt man Vektoren, a+(—b)=a—Db .

Beispiel 1. IR™" ist beziiglich der komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation ein
R - Vektorraum . = Raum der ,,geometrischen Vektoren“.

Beispidl 2: Die Menge dller reellen Polynomevon Grad < n ist mit der Ublichen Addition und
skalaren Multiplikation ein Vektorraum.

P(x)=0
-P(x) ist neg. Elemente zu P(x)
Beispiel 3: DieMenge C’={f: | —IR|f stetig] ist mit der punktweisen Addition und Multiplikation
ein Vektorraum:
(f+g)(x) :=f(x) + g(x)
(A f)(x):=af(x)
0(x)=0 V xel

3.2 Unterrdume und Linearkombinationen
V sai ein R -Vektorraum
Definition: Einenicht leere Teilmenge U <V heil3t Unterraum oder linearer Teilraum,
wenn gilt:

(Ul) VigveUu=u+veU
(U2) VYiueUAreR=ATUEU

Bemerkung: Ein Unterraum,, erbt“ die Addition und skalare Multiplikation, man sagt, er ist
abgeschlossen beziiglich dieser Operationen.

Beispidl 1: V hat dietrivialen Unterraume { O}, V.

http://www.skriptweb.de
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Beispiel 2: Gegeben sei V und ein Element VeV .Dannist R V:={a Ve € R} einUnterraum.
Wenn V =R® ;besteht RV ausalenzu V paralelen Vektoren.

Xy
. . o 4 .
Beispiel 3: U := az eER" Mt20;+20,+x,=0} jsteinUnterraumvon R* .
3
&y
X
U:=/[*|eR*mit2a,+3 a,+a,=1} istkeinUnterraum!
X3
X,

Beispid 4 ¥V Ae R™ istKenA:= [X€R"|A%x=0] d.h.dieLosungsmenge eines homogenen
Gleichungssystemsist ein Unterraumvon R" .

Gilt, weil A(AU)=A(AU)=A-0=0

Definition: Jede aus endlich vielen Vektoren V; V,, -, V, €V gebildete Summe der Form
k

Do Vo= oy U+ + o, ¥ mit R heifteine Linearkombination der
i=1
Eine solche hei}t trivial, wenn «; =0 ¥ i . Die Menge aller Linearkombinationen der

k
v, Lin(\71,---,\7k):={Zo<i éi|o<ielR,1sisk} heifX lineare Hille der  V;
i=1

Lemma: Dielineare HilleLin (Vy ---, V) mit V,€V isteinUnterraumvonV.

eR’

V)
@.
@
<
|
O OF Pk
m<L
Il
N ——
|
b O
w<L
Il
O WN P

4
4

Ty 3|0‘731Y€|R}:

Definition: Man sagt, ein Unterraum U von V wird von den Vektoren V,, V,, ..., V,
er zeugt bzw. aufgespannt bzw. (\71 Vo e, \7k) ist ein Erzeugendensystem von U,
wenn U =Lin (\71 e Vk) ist.
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Beispid 1: Die Vektoren

€=(1,0,0,0 ,
€=(0,1,0,0) ,
&=(0,0,1,0) ,
€=(0,0,0,1)

erzeugen R* . Der selbe Vektorraum wird aber auchvon & +§&,,& —§6,,8 +&+ € & — &+ E,
aufgespannt. Allgemein: DieVektoren & (1<i<n) dernatlrlichen Basisdes IR, erzeugen
R, .Anaog R" .

Beispiel 2: Der Unterraum

X
y €eR®v3x+ y+ z=0!cIR® wird erzeugt von den Vektoren
z
V,=( 3 Jund V,=| o | dadieseinder Ebene g3y, y =0 liegen.
0 3

Beispiel 3: Der Vektorraum { feC'(R) " (X)+ f (x)=0 V¥ xe IR}

wird erzeugt von den Funktionen f, (x)=sin x und f, (X)=cos X . Denn esgilt: jede differenzierbare

Funktionf: IR — IR ,welchedieGleichungf''+f =0 erflllt, ist eine Linearkombination von sin x und
COS X.

Definition:
a) Endlich vide Vektoren V, -+, Vi des R -Vektorraums heif3en linear abhéngig,
wenn de«,, -, ¢, €IR dienicht samtlich Null sind, und erfillen

o, Vi +o, o+ + o, V=0
b) DieVektoren V; -+, Vi, heilen linear unabhéngig, wenn sie nicht linear abhéngig
S‘nd,d.h. a1v1+“'+(xkVk=0=>(xl=(X2:---:(Xk=0 .

(c) by Manuel Staebel 2000
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Beispid:
k=1, VeV hefltlinear unabhdngig < (aV=a=0) < V=0
k=2, U,V linear unsbhéngig < 3Fx,BeR,&’+p°#£0 ; aU+pV=0 o
t=—L3 (a20)
X

1
Bewels: Sel 0(\71+---+0(k\7k=0,0(1¢O=>\71=—?(0t2\72+---+0(k\7k) . Umkehr offensichtlich.
1

Beispiel: DieVektoren €,,...,€, der natirlichen Basisdes R" sind linear unabhéngig, denn

X 0
X &4 %&+.. %, 8= % |=[ O] =x=0,%=0,...,x,=0 ;enzigeLosung y 0V
x| \o

n

Beweis:
a) Sind Z,=(0,0,...,0,xy,..., ) , 2'2=(0,O,...,O,tx2j,...,(xZn)

72=(0,0,...,0,x,...,x,,) mit oy #0,,#0,...,0,,#0 (Pivotelemente), dann folgt aus
X Zj+ X, Zy+.. .+ % Z,=0 komponentenweise: X, 0t;=0=X=0,% 0 =0=x,=0 ...

b) folgt aus a) durch Transponieren
Bemerkung: Ineiner nxn -Matrix A=(d,,...,d,) sinddie Spaltenvektoren & €R" genau
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dann linear unabhéangig, wenn  AX=x,&,+...+X,d,=0 nur dieLésung %=0 hat. Dasist
genau dann der Fall, wenn A invertierbar ist. Also gilt:

Bewels:
a) = : Welin(V,,...,V ,W)=Lin(V,,..., %)
= W=o, Vi+...+ Vi, 2 A, V+...+A V,+pu W=
k k
DAVt Y V=2 A+pa)V, VA ,u€R
i=1 i=1 i=1

3.3 Basis und Dimensionen

Definition: Ein System (n-Tupel) (V,, ..., V) von Vektoren ausV heif}t eine Basis des
IR -VektorraumsV, wenn gilt:

(B1) V,,...,V, sindlinear unabhangig

VA

n

(B2) Die V; erzeugenV,d.h. V =Lin(V,,...,V,)

v, v, v, v,
v \b 7,
Basis Keine Basis

Beweis: Wegen (B2) a= ). «, V, ist eindeutig, da
é:Z:O‘i\_ii:Z:ﬁiVi=>Z:(O‘i_ﬁi)vizoﬁ"‘izﬁi Vi .

Beispid 1. V =R? [Bild]

Beispid 2. (&,,..., €,) des RR" isteineBasisim Sinneder Definition.

Bewseis:
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(B1) giltwegen3.2.Se A=(4a,,..., d,) inverttierbar (& €R") .Sei veR" .Mit

o L
=AY Y= AN = E b, g, o (BD
o‘n
Beispiel: DiePolynome 1, x+1, (x+1)?, ..., (x+1)" bildeneineBasisdes R -Vektorraums

P, dler PolynomevomGrad <n .
Beweis: Aus [(xo-1+¢x1(x+1)+...+o<n(X+1)"=0 Vx|=a=0 Vi=(Bl) .Jedes

=}

p€E€ P, lasst sich schreibeninder Form p (x z x+1 , denn durch

Koeffizientenvergleich indieForm Y. g, X' bringen.
i=0

Definition: Ein Vektorraum heilt endlichdimensional oder endlich erzeugt, wenn es endlich
videVektoren W,,...,W,€V mit V =Lin(W,,...,W,) gibt.

Beweis: 3.6, 3.4
Beispie: Dim R"=nDimR, Dim P =n+1

Dim {f: R >R, f zweimd stetig differenzierbar und f’ + f =0)

X
Dim{[y].€R®,3x+y+2z=0}=2

z

Folgerung: Ist r die Maximalzahl linear unabhangiger Vektorenaus V, , ..., Vi , dann gilt
r=Dim Lin (V,, ..., V)

Beweis: Nach evtl. Umnumerierungsei V; ..., V, linear unabhéngigund V., ..., V. V; fir
r+1< j<k linear abhangig. Aus Satz 3.3 folgt Lin (V,, ..., V)=Lin(V,,..., V,) isteine
Basis der linearen Hiilleund deshalb  r = Dim Lin (V,, ..., V)
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Bewels: Zusammenfassung 3.4, 3.5, 3.7

Beispiel: Je4 Vektorendes IR® , 7 Vektorenaus RR® , ..., sind linear abhangig.

Beweis: Sei U #{0} und (V,,...,V,) ein System mit der groRtmoglichen Anzahl linear
unabhangiger Vektoren aus U. Nach Satz 3.8c gilt r <n . Firbeliebige e U sinddie r+1
Vektoren Vi, ..., V., U linear abhangig,d.h. U =Lin(V,,...,V,) .Folglichist (V,...,V,)
eineBassvonU, r=DimU <n=DimV .
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