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1. Grundlagen

Eine m � n -Matrix hat m Zeilen und n Spalten („zuerst Zeile, dann Spalte“).

m � 1 -Matrizen heißen Spaltenvektoren oder Spaltenmatrizen.
1 � n -Matrizen heißen Zeilenvektoren oder Zeilenmatrizen.

Zwei Matrizen sind gleich, wenn sie
1. die gleiche Größe haben und
2. alle Komponenten gleich sind.

Die Menge aller Matrizen mit Komponenten aus �  heißt � m � n .
Die Menge aller Spaltenvektoren heißt � m �
	 m � 1 .

Die Menge aller Zeilenvektoren heißt � n 
 � 1 � n .

Die Addition zweier Matrizen und die Multiplikation mit einem Skalar sind komponentenweise
definiert.

DasSystemausSpaltenvektoren,bei denenjederVektor auseiner1 und n-1 Nullen besteht,heißt
natürliche Basis des � n . Analog mit Zeilenvektoren: natürliche Basis des � n .

Eine Matrix, bei der alle Komponenten 0 sind, heißt Nullmatrix .
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2. Lineare Gleichungssysteme

Das Gleichungssystem A �x � �b  heißt homogen, falls 
�
b � 0 , ansonsten inhomogen.

Das homogeneGleichungssystemhat immer mindestenseine Lösung,die triviale Lösung mit
x1 ����� xn � 0 .

Zwei lineareGleichungssystemeheißenäquivalent, wennsie die gleicheLösungsmengebesitzen
(d.h.derVektor

�
b ist gleich).Äquivalenzumformungen bzw. elementareZeilenumformungen,

bei denen das Gleichungssystem äquivalent bleibt, sind:
� Vertauschung zweier Zeilen

� Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl  "! 0

# Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen

Damit die Umformungen übersichtlicher werden, kann man sie in die erweiterte
Koeffizientenmatrix schreiben.

3. Das Gaußsche Lösungsverfahren

1. Vorwärtselimination : Man formt das LGS so um, dassdie Zeilenstufenform entsteht(nach
höchstensm - 1 Schritten),d.h. links von denPivotelementen(die ungleich0 sind) stehennur
0en,undpro Zeile,die mannachuntengeht,rückt dasPivotelementmindestensum 1 Stellenach
rechts.

2. Rückwärtssubstitution: Von unten nach oben werden die Lösungen eingesetzt.

Die Anzahldervon 0 verschiedenenZeilenin derZeilenstufenformnenntmanRang derMatrix; er
gibt im homogenen LGS die Anzahl der abhängigen Variablen an.

Nach der Gauß-Eliminationstehenan den Pivotstellendie abhängigen Variablen. Die anderen
Variablenändernan der Lösungnichts,mankannsie beliebigwählenund nenntsie unabhängige
Variablen oder freie Parameter; um das zu kennzeichnen, ersetzt man sie durch $ 1 , % , & t .

Die LösungdesLGS, bei demdie freien Parameterals ' i drin stehen,heißtallgemeineLösung;
sind irgendwelche konkreten Werte eingesetzt, nennt man sie spezielle bzw. partikuläre Lösung .

Ein inhomogenesLGS ist genau dann lösbar, wenn der Rang der erweiterten
Koeffizientenmatrix gleich dem Rang der Matrix ist: Rang

(
A ) b * + Rang A .

Die Lösbarkeitkann man schonnach der Vorwärtseliminationfeststellen:Ist eine Zeile auf der
Koeffizientenseite0, aberdaszugehörigeAbsolutglied(„rechtsvom Strich“) ungleich0, dannist
das inhomogene LGS nicht lösbar.

Ein lösbaresinhomogenesLGS lässt sich darstellenals die Summeder Lösung des
zugehörigen homogenen LGS und einer partikulären Lösung.

4. Matrizenmultiplikation

Matrizen multipliziert man folgendermaßen:Das Elementin der i-ten Zeile und j-ten Spaltedes
Matrizenproduktsist die Summeder Produkteder Elementeausder i-ten Zeile der linken Matrix
undderj-ten SpaltederrechtenMatrix (alsojeweilserstesElementmal erstesElementpluszweites
mal zweites Element usw. die ganze Zeile bzw. Spalte durch).
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Die Matrizenmultiplikationist nur definiert,wenndie Anzahl der Spaltender erstenMatrix gleich
der Zeilenzahl der zweiten Matrix ist.

Es gelten folgende Rechenregeln:
, Assoziativgesetz: A - BC . / 0 AB 1 C ;

2 Assoziativgesetz mit einem Skalar: 354 AB 687:9<; A = B > A ?<@ B A ;

B Distributivgesetz nachbeidenSeiten: C A1 D A2 E B F A1 B G A2 B bzw. B H A1 I A2 JLK B A1 M B A2

;
N Im Allgemeinen gilt das Kommutativgesetz nicht!

5. Transponierte Matrizen

Wennmandie i-te Zeile derMatrix A zur i-ten SpaltederMatrix B macht(für alle Zeilen),dann
ist B die Transponierte von A : B O AT . Dabeiwird eine m P n -Matrix zu einer n Q m -Matrix,
und die Spalten der ursprünglichen Matrix werden zu den Zeilen der transponierten Matrix.

Es gelten folgende Rechenregeln:

R S A T B U T V AT W BT ;

X Y[Z A \ T ]_^ AT ;

` a AT b T c A ;

d e AB f T g BT AT ;

Definition : Eine n h n -Matrix heißt:
- symmetrisch, falls AT i A ,
- schiefsymmetrisch, falls AT j k A .

Also sind A l AT  und A AT  symmetrisch und A m AT  schiefsymmetrisch.

Die Einheitsmatrixist symmetrisch,und die Multiplikation mit ihr ist kommutativ, und sie ist
invertierbar.

6. Invertierbare Matrizen

Definition : Eine n n n -Matrix ist invertierbar , wenneseine inverse Matrix B gibt,
die AB o B A p E  erfüllt.

Es gelten folgende Regeln:
q Die Inverse ist eindeutig.
r Die Inverse ist invertierbar.

s Das Produkt zweier invertierbarer Matrizen ist invertierbar: t AB uwv 1 x By 1 Az 1 .

{ Die Transponierte einer invertierbaren Matrize ist invertierbar: | AT }�~ 1 � � A� 1 � T .

Gleichbedeutend sind:
a) A ist invertierbar.
b) Es gibt eine Inverse zu A: AB � E  und B A � E .
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c) Rang A = n
d) Ax � 0 � x � 0
e) Die Spalten sind linear unabhängig.
f) Die Zeilen sind linear unabhängig.

Definition : Eine n � n -Matrix, bei deralle Elementeaußerdie auf derDiagonalen( � ii

) 0 sind, heißt Diagonalmatrix.
Stehenhöchstensauf undrechtsüberderDiagonalenElementeungleich0, dannist
eseineobereDreiecksmatrix, stehenhöchstensauf undlinks unterderDiagonalen
Elemente ungleich 0, dann ist es eine untere Dreiecksmatrix.

Die Transponierte einer oberen Dreiecksmatrix ist eine untere Dreiecksmatrix und umgekehrt.

Eine Dreiecksmatrix ist genau dann invertierbar, wenn alle Diagonalelemente ungleich 0 sind.

Bei einerDiagonalmatrix(alsSonderfalleinerDreiecksmatrix)gilt: Die InversederDiagonalmatrix
hat als Diagonalelemente die Kehrwerte der Diagonalelemente der Diagonalmatrix.

7. Vektorräume

Eine Menge V ist ein Vektorraum , wenn folgende Axiome erfüllt sind:
� Addition ist kommutativ und assoziativ.
� Es gibt ein neutrales Element für Addition (= Nullelement): a � 0 � a ;
� Es gibt ein neutrales Element für Multiplikation (= Einselement): 1a � a ;
� Es gibt ein inverses Element für die Addition: a � � � a � � 0 ;

� Multiplikation mit Skalaren ist assoziativ: ���<� a �L���L� �:¡ a ;

¢ Multiplikation mit Skalaren ist distributiv: £L¤¦¥_§:¨ a ©«ª a ¬®­ a ; ¯�° a ± b ²L³µ´ a ¶ · b ;

Definition : Eine TeilmengeU einesVektorraumsV heißt Unterraum bzw. linearer
Teilraum , wenn u ¸ v  und ¹ u  (mit u ,v º U ) selbst wieder im Unterraum sind.

Jeder Vektorraum hat die trivialen Unterräume  U F » 0¼  und U ½ V .

Definition : Die LösungsmengeeineshomogenenGleichungssystemsist der Kern der
Matrix: Kern A ¾ x ¿ÁÀ n ; Ax Â 0 .

Der Kern ist ein Unterraum von Ã n .

Definition : Die Menge aller Linearkombinationenvon Vektoren heißt lineare Hülle
dieser Vektoren.

Beispiel: v1 ÄÆÅ 1 , 1 , 0 , 0Ç T , v2 ÈÊÉ 1 , 0 , Ë 1 , 1Ì T , v3 ÍÆÎ 1 , 2, 3 , 0Ï T ;

Lin Ð v1 , v2 , v3 ÑÓÒ�ÔÖÕ v1 ×�Ø v2 ÙÆÚ v3 ; Û , Ü , ÝßÞáàãâåä�æ
çßèÊéëêÊì
íßî 2 ïð5ñóò 3 ôõ

; ö , ÷ , øÊùûúãü ;
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Sind v1, � ,vk ý V , dann ist ihre lineare Hülle ein Unterraum von V.

Definition : Ist U � Lin þ v1, ÿ ,vk � , dannbilden v1, � ,vk ein Erzeugendensystemvon
U.

Definition : Endlich viele Vektorenheißenlinear abhängig, wennmanausihnennicht-
trivial den Nullvektor linear kombinierenkann (d.h. die Koeffizienten bei der
Linearkombination sind nicht alle 0).

Es gilt:� Jedes Teilsystem linear unabhängiger Vektoren ist linear unabhängig (wenn es das
Gesamtsystem ist, dann ein Teilsystem erst recht).� Jedes Gesamtsystem, das linear abhängige Vektoren enthält, ist linear abhängig.

Ein Vektor ist dannlinear abhängig,wenn er sich ausden anderenVektorenlinear kombinieren
lässt; der Nullvektor lässt sich immer linear kombinieren(alle Koeffizienten 0), daherist jedes
System,das den Nullvektor enthält, linear abhängig.Ein Vektorraumist daherlinear abhängig,
wennsich der Nullvektor nichttrivial kombinierenlässt(z.B. wennder Nullvektor direkt enthalten
ist).

In einer Matrix in Zeilenstufenformbzw. Spaltenstufenformsind die von 0 verschiedenen
Zeilenvektoren bzw. Spaltenvektoren linear unabhängig.

Definition : Ein linear unabhängiges Erzeugendensystem von n Vektoren heißt Basis.

In einem linear unabhängigenErzeugendensystemkann kein Vektor weggelassenwerden(weil
keiner durch andere linear kombiniert werden kann), daher ist es das minimale Erzeugendensystem.

Jedes Erzeugendensystem aus m Vektoren (m � n ) ist daher linear abhängig.

Die bei allen Basen eines Vektorraumsgleiche Anzahl an Vektoren heißt Basislänge bzw.
Dimension des Vektorraums.

Definition : Eine Basis, bestehend aus den Einheitsvektoren, heißt natürliche Basis.

Definition : Ein Vektorraumist endlichdimensional oder endlich erzeugt, falls es ein
Erzeugendensystem gibt, das aus endlich vielen Vektoren besteht.

Basisergänzungssatz: In einem endlichdimensionalenVektorraum bilden k linear
unabhängigeVektoren bereits eine Basis oder lassen sich durch Hinzunahme
weiterer Vektoren zu einer Basis ergänzen.

Satz: Jeder Unterraum eines endlichdimensionalenVektorraums ist ebenfalls
endlichdimensional: � U � V � � V 	 Dim U 
 Dim V

8. Elementarmatrizen

Definition : Die lineareHülle Lin � z1 , � , zn 
 der Zeilen- oderSpaltenvektoreneiner
Matrix ist ein Vektorraum und heißt Zeilenraum bzw. Spaltenraum. Die
Dimension dieses Vektorraums heißt Zeilenrang bzw. Spaltenrang der Matrix.

Satz: A und A Q habenden selbenSpaltenraum, A und P A habenden selben
Zeilenraum (P , Q  sind invertierbar).
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Definition : Eine Matrix, die durch eine elementare Zeilenumformung aus der
Einheitsmatrix hervorgeht, heißt Elementarmatrix.

Es gibt 3 Typen von Elementarmatrizen(weil es 3 Typen von elementarenZeilenumformungen
gibt):� Vertauschung zweier Zeilen (hier sind die entspr. Zeilen vertauscht)� Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar ��� 0  (hier steht in der entspr. Zeile �  statt 1)� Addition desVielfacheneinerZeile zu eineranderenZeile (eine0 außerhalbderDiagonalenist

durch �  ersetzt)

Satz: Elementarmatrizen sind invertierbar; die Inversen ebenfalls Elementarmatrizen.
Durch Multiplikation mit Elementarmatrizen (�E ) kann man Matrizen umformen:�
A � �E A , �A � A �ET .

Satz: Der Spalten-bzw. Zeilenraumändertsich nicht bei elementarenSpalten-bzw.
Zeilenumformungen.

Satz: Der RangeinerMatrix ist die DimensionihresZeilenraumesbzw. die Dimension
ihres Spaltenraumes. Die Dimension von Spalten- und Zeilenraum sind gleich.

Satz: Rang A � Dim � Kern A �  n .

Satz: Es gibt zu jeder Matrix A  invertierbare Matrizen P , Q , so dass gilt:

P A Q ! Er 0
0 0

(dabeiist r " Rang A und Er die Einheitsmatrixder Größe

r).

Matrizenkann man sich zerlegenin zwei oder mehrereBlöcke neben-und/oderübereinander.Es
entsteht eine sogenannte Blockmatrix :

A ½ : C
D

; 
C
D

Q Â C Q
D Q

;

B # : $ E , F % ; P & E , F ' ( ) P E , P F * ;

Satz: Jede invertierbare Matrix ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Berechnung der Inversen, Gauß-Jordan-Verfahren

Wenn man eine invertierbareMatrix A mit Hilfe des GaußschenLösungsverfahrenszu einer
Einheitsmatrix E umformt, und dabei jedenUmformungsschrittgleichzeitigzusätzlichauf eine
Einheitsmatrixanwendet,dannist am Schluss,wenn die ursprünglicheMatrix zur Einheitsmatrix
geworden ist, aus der Einheitsmatrix die Inverse A+ 1  der ersten Matrix geworden.

Wenn man bei der Umformung von A bis zur oberen Dreiecksmatrix M ohne
Zeilenvertauschungenarbeitet,stellt man fest, dasssich die Einheitsmatrix E nur unterhalbder
Diagonalenveränderthat (die entstandeneMatrix heißt P ). Es gilt: P A , M bzw. A - P. 1 M .
Man kann also A zerlegenin eine untereDreiecksmatrix L Ò P/ 1 (mit lauter Einsenauf der
Diagonale) und eine obere Dreiecksmatrix R g M  (mit Diagonalelementen ungleich 0).
Diese LR-Zerlegung oder Dreieckszerlegung ist vorteilhaft für die Lösung der Gleichung
A X 0 B (vor allem, wenn sie für verschiedenerechte Seiten berechnetwerden soll): Man
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berechnetzuerst eine Matrix Y mit der Formel L Y 1 B , und darausanschließendX mit
R X 2 Y (weil L 3 R X 4 5 6 L R 7 X p A X 8 B ). Die Dreiecksformvon L und R vereinfacht

die Sache.

9. Determinanten

Definition : det 9;: <>=@? , det A 1 B 1í
2 C 2 D@E 1 F 2 G@H 2 I 1 ;

DeterminantengrößererMatrizen sind rekursiv definiert: Man entwickelt sie nach
einerSpalteoderZeile, d.h. für jedesder n Elementeder Spalte/Zeilemultipliziert
mandasElementmit derDeterminanteder J n K 1 L M N n O 1 P -Matrix, die ausden
Elementen,die nicht in derZeile und SpaltedesElementssind (hier nachderk-ten
Spalte):

det A �
i Q 1

n RTS
1 U i V 1 aik W det Aik

( Aik  bedeutet: die Matrix ohne die i-te Zeile und k-te Spalte).

Dazuist esnatürlichsinnvoll, nacheinerSpalteoderZeile zu entwickeln,die viele Nullen enthält,
bzw. die Matrix so umzuformen, dass viele 0en in einer Zeile/Spalte vorhanden sind.

Andere Schreibweise: det A X
P

YTZ
1 [ P

i \ 1

n

ai P ] i ^ .
Mit P ist die Anzahl der Permutationen der Spaltenindices gemeint.

Einschub: Permutationen

3 _ 3 -Matrix: 3̀ a 6 Permutationen,Determinanteist Summevon 1 bis 6 des Produktsder
Spaltenelemente von 1 bis 3

Vorstellung:Matrix alsSchachbrett(hier: 3 b 3 -Schachbrett);immer3 Türmeauf dasSchachbrett
stellen, dass keiner den anderen schlagen kann entspricht jedem Determinanten-Summanden

3c  Möglichkeiten, 3 Zeilenindices auf 3 Zeilen zu verteilen

Satz: Eine Permutation ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung einer Menge auf sich.
Hintereinanderausführung zweier Permutationen ergibt wieder eine Permutation.
JedePermutationkann man zerlegenin eine Anzahl von Folgen,bei denennur
jeweils 2 Elementevertauschtsind (und sogarbei denennur jeweils 2 benachbarte
Elemente vertauscht sind).

Beispiel:
1, 2, 3, 4, 5
2, 1, 3, 4, 5
2, 1, 4, 3, 5
2, 1, 4, 5, 3 usw.

Die Reihenfolgeder einzelnenVertauschungenist also egal und nicht eindeutig,obwohl es die
Gesamtpermutationschonist. Aber ob maneinegeradeoderungeradeAnzahl an Vertauschungen
braucht,ist eindeutig.Man sagt also: Der Grad der Permutationist gerade/ungerade,wenn die
Anzahl der nötigen Vertauschungen eine gerade/ungerade Zahl ist.
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Definition : 9Td 1 = P > e 1 für gerade Permutationenf 1 für ungerade Permutationen

Bei der Determinante:ist es eine geradePermutation,dannmussein Plus vor den Summanden,
ansonstenein Minus (Spaltennummer!).Beispiel: a11 a23 a32 hatalsSpaltennummern1-3-2,dafür
braucht man eine Vertauschung, um dies aus 1-2-3 zu erzeugen; eins ist ungerade, also ein Minus.

(Ende des Einschubs)

Rechenregeln:
- Ist eine Matrix linear abhängig(eine Zeile/Spalte0, zwei Z./Sp. gleich): g
det h 0 .

- Äquivalent: Ist eine Matrix invertiertbar,dann ist sie linear unabhängig: i
det j 0

- gemeinsamer Faktor einer Zeile det

a11 a12 k a1nl m n op ai1 q ai2 r s ai nt u v w
an1 an2 x ann

y{z}| det A .

- Summenzerlegung: det

z1~
a � b�

zn

� det

z1�
a�
zn

�
det

z1�
b�
zn

.

- Die Determinante ist alternierend: Bei Vertauschung zweier Zeilen:
det �A � � det A .

Grund : Aus der Definition der Determinantesieht man, dass sich bei Vertauschungzweier
benachbarterZeilen dasVorzeichenändert(da es immer abwechselndpositiv und negativist).
JedeZeilenvertauschunglässtsich auf eineungeradeAnzahl von Vertauschungenbenachbarter
Zeilen zurückführen.
Statt alternierend nennt man dieses Verhalten auch Antisymmetrie.

Rechenregeln:� Bei der Addition/Subtraktioneines Vielfachen einer Zeile zu einer anderenändert sich die
Determinante nicht.� det AT � det A  (dadurch gilt alles, was für Zeilen gesagt wird, auch für Spalten u.u.)� Für eine obere/untere Dreiecksmatrix gilt: die Determinante ist das Produkt der
Diagonalelemente(anschaulich:alles anderefällt weg, weil auf einerSeiteimmer 0 dabeiist).
Spezialfall: Einheitsmatrix: det E = 1 , det ��� E ���@� n  aus diesem Grund.�  Multiplikationssatz : det � A B � � � det A � � det B � .

Folgerungen aus dem Multiplikationssatz:
- det � AB � � det   BA ¡
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- det ¢ Ak £ ¤ ¥ det A ¦ k
- det A§ 1 ¨ © det A ª¬« 1 , falls invertierbar
- det ­ C ® 1 A C ¯ ° det A

- Kästchensatz: det B C
0 D ± det B 0

C D ² det B ³ det D .

Die Vandermonde-Determinante:
Diese Determinante hat die Form:

det
1 x x2

1 y y2

1 z z2

 (Dimension beliebig!)

Man kann sie folgendermaßen umformen:

det
1 x x2

0 y ´ x y2 µ x2

0 z ¶ x z2 · x2 ¸ det
y ¹ x y2 º x2

z » x z2 ¼ x2 ½¿¾ y À x ÁÃÂ z Ä x Å det 1 x Æ y
1 z Ç x È

ÉËÊ y Ì x ÍÏÎ z Ð x Ñ det 1 y
1 z Ò det 1 x

1 xÓ 0

Ô¿Õ y Ö x ×ÏØ z Ù x ÚÃÛ z � y Ü
;

Allgemein: det Ý VandermondeÞ�ß
1 à i á j â n

ã
x j ä xi å ; rechts stehen also alle Differenzenæ

x j ç xi è  mit i é j .

Cramersche Regel: A ist invertierbare n ê n -Matrix; A ëx ì íb  ist also lösbar.
Um îx ï Að 1 ñb  zu errechnen (A ò ós1 , ôs2 , õ , ösn ):

i-te Komponente von ÷x : xi ø det ùs1 , ú , ûsi ü 1 , ýb , þsi ÿ 1 , � ,
�
sn

det A
;

 A
� 1 � 1

det A
bij , bij

� ��� 1 � j 	 i det A ji .

10. Anwendungen der Determinante (aus der Vorlesung)

Das Kreuzprodukt (nur  

 

 3!)

�
a ��
b � ax

a y

az

� ax

a y

az

� ay bz � az by

az bx � ax bz

ax by � a y bx

� Ì �b ���a �
���ex � ay bz � az by  "!$#ey % ax bz & az bx '"(*)ez + ax by , ay bx -". det

/
ex 0ey 1ez

ax ay az

bx by bz

;

Bemerkung: Die Darstellungals Determinantemussnicht genauso aussehen;z.B. kann die
Matrix transponiert sein (das ändert an der Determinante nichts).
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Merkregel: immer x-y-z durchzählen;in derx-Spaltekommendie Komponenteny und z, in der y
Spalte die Komponenten z und x usw.

Rechenregeln:2 3
a 4 5b 687:9 ;a <>= ? ëb @>A sin B ;C
a D ñb ò E F ôb G öa H ; I  Ja K ùa L 0 ;MONQPa R Sb T"UWV�XZYa ["\ ]b ^�_a `Wa�b cb d ;
a e f gb h ic Å � ja k lb m na o pc ; q �a r �b s t uc v wa x yc z #b { |c ; (distributiv)} ~
a ���b � 2 � � �a � 2 � 1b � 2 � �

a ���b 2
;

Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ!

Die Richtung ist senkrecht zu der aus den beiden Vektoren gebildeten Ebene.

Ein Vergleich mit der Geometrie ergibt:

Der Flächeninhalteines von zwei Vektoren aufgespanntenParallelogrammsist der
Betrag des Kreuzprodukts: A � � �a � �b � .

Schraubenregel: Wenn man eine Schraubevom erstenVektor auf dem kürzestenWeg auf den
zweitenVektor dreht,dannzeigt dasKreuzproduktin die Richtung,in die sich die Schraubedreht
(„rein“ oder „raus“).

Oder:

Rechte-Hand-Regel: Der Zeigefingerzeigt in RichtungdeserstenVektors,der Mittelfinger in die
Richtung des zweiten Vektors; dann zeigt der Daumen in Richtung des Kreuzprodukts.�

ex ���ey ���ez , �ey ���ez ���ex , �ez � �ex ¡$¢ey ; (ebenfalls zyklisch x-y-z durchlaufen!)

Das Skalarprodukt

Definition : £a ¤ ¥b ¦ ax bx § ay by ¨ az bz ©�ª «a ¬®­ ¯ °b ±³² cos ´  nennt man Skalarprodukt .µ ¶
a ·8¸ ¹a º8»a ¼ ax

2 ½ ay
2 ¾ az

2 ;

Wasist ein Skalar?EineGröße,die sichnicht ändert,wenndasKoordinatensystemsichändert(ein
Vektor ändert sich dabei sehr wohl).

Für einenMathematikerist ein Vektor etwas,wasdie Vektor-Axiomeerfüllt; für einenPhysikerist
eher wichtig, wie er sich verhält in verschiedenen Koordinatensystemen.

Zusammenhang Kreuz- und Skalarprodukt :¿
a ÀÂÁb 2 ÃÂÄ Å

a Æ 2 ÇÉÈ Êb Ë 2 Ì Í
a ÎÐÏb 2 Ñ:Ò Ó

a Ô 2 ÕÐÖ ×b Ø 2 ÙÛÚ 1 Ü cos2 ÝßÞ"à�áãâa ä 2 åÉæ çb è 2 é sin2 ê ;

5a ë � ìb í îc ï ð ñ òa A îb £ ób ô õ öa ÷ ôb ª öc  (Grassmann);

­ ÷a ø ùb ú û ü ýc þ þd ÿ � � �a � �c � � �b � 	d � º 
 �b � 
c � f ga 
 id Å  (Lagrange);
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Das Spatprodukt

Definition : Die Kombination � ja , �b , lc � É �a � q �b � �c s aus Skalar- und Kreuzprodukt
nennt man Spatprodukt.

DasParallelepipedbzw. Parallelflachbzw. Spat,dasvon drei Vektorenaufgespanntwird, hat das
Volumen:
V � � � wa , �b , yc � � Ô � �a � Ø �b � �c � � ;

Begründung: Die Grundfläche(dasParallelogrammaus
/
b und 0c ) hat als Fläche �  b ! 3c " , die

Höhebeträgt # �a $b %'&c ( (alsodie Komponentevon )a , die in RichtungdesKreuzproduktsderanderen
beiden zeigt).

Drei Vektoren sind linear unabhängig, wenn ihr Spatprodukt ungleich 0 ist.

*
a +  Tíb , Cc -/. ax 0 by cz E bz cy 132 ay 4 bx cz 5 bz cx H36 az 7 bx cy 8 by cx 9 L det

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

.

DasVolumeneinesSpats,aufgespanntdurchdie Vektoren :v1 ; <vn ist V = det

>
v1?
v2@A
vn

.

Bemerkung: Ein 3-Spatist ein Parallelepiped,der Betragder DeterminanteseinVolumen.Im
Zweidimensionalenist es ein Parallelogramm,und der Betrag der Determinanteist die
Fläche. In höherdimensionalen Räumen ist es nicht mehr anschaulich.

Die FlächeeinesDreiecksist
1
2

Grundlinie B Höhe, dasVolumeneinespyramidenartigenKörpers

1
3

GrundflächeC Höhe; 

Entsprechendesgilt für höherdimensionaleRäume:wennmanz.B. im siebendimensionalenRaum
bei einemsechsdimensionalesObjekt einenPunktaußerhalbmit allen „Ecken“ verbindet,entsteht
eine siebendimensionaleVerallgemeinerungeiner Pyramide, dort gilt entsprechendfür das
„Volumen“:
1
7

GrundflächeD Höhe

(„Grundfläche“ nicht als Fläche, sondern als etwas Sechsdimensionales zu verstehen).

Volumen eines Tetraeders: Grundfläche ist ein halbes Parallelogramm

V E 1
3

1
2

V F SpatG ½ 1
6

V ¾ SpatH .

11. Lineare Abbildungen

Satz: Bei jeder Abbildung gilt:
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- ein Elementder Definitionsmengewird auf genauein Elementder Bildmenge
abgebildet
- jedes Element der Definitionsmenge wird abgebildet
- es können durchausmehrereElementeauf das selbe Bildelement abgebildet
werden

D.h. die Bildmenge ist höchstensso groß wie die Definitionsmengebzw. der Bildraum hat
höchstens so viele Dimensionen wie der Urbildraum.

Definition : Der Graph einer (allg.) Abbildung ist I Â a , f J a ÅLK ; a M A , f N a OQP BR .

Satz: Zwei Abbildungen sind gleich, wenn gilt f Ê a S T g Î a U V a

Definition : Eine Abbildung f : V W W , die jedem Vektor des Urbildraumeseinen
Vektor im Bildraum zuordnet, heißt linear, falls sie folgende Axiome erfüllt:
- f XZY �v [ �]\_^ f `Zav b c ~

v d V , egfih , speziell: f j �0 k l 10 ;
- f m nu o �v � � f � pu q r f � *v s t íu , îv u V ;

Eine lineare Abbildung heißt auch lineare Transformation , linearer Operator oder
Vektorraumhomomorphismus.

Beispiele für lineare Abbildungen:
v Nullabbildung (bildet alles auf den Nullvektor ab)
w identische Abbildung (bildet jeden Vektor auf sich selbst ab)

x Projektion (z.B. Vektor im y 3  wird auf eine Ebene projiziert)

z Differenziationsoperator 
d
d x

{ Integral 
a

b

f | x } d x

~ Komposition zweier linearer Abbildungen F f � g ª����u � ø f � g ���u � �
� Nichtlineare Abbildung : z.B. die Parallelverschiebung f � þv � = �v � >u

Definition : Die Menge aller linearer Abbildungenvon V nach W bildet einen � -
Vektorraum, den Raum der Homomorphismen
Hom � V , W � � � f ; f : V � W linear� .

Definition : Eine lineare Abbildung f � x � mit � n ��� n (endlichdimensional)lässt
sich immer auch darstellen durch ihre Abbildungsmatrix :
f � x H � F x .

Mit einer festen m � n -Matrix A  ist die Abbildung x � A x  linear.

Definition : JederVektor �v einesVektorraumskannalsLinearkombinationeinerBasis
des Vektorraums geschrieben werden.
Die lineare Abbildung, die jedem Vektor die Linearkombination aus den
Basisvektoren der Basis B zuordnet, heißt Koordinatenabbildung bezüglich B.
Der Vektor, bestehend aus den Koordinaten (= Koeffizienten der
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Linearkombination), heißt Koordinatenvektor  von �v  bezüglich B.

Definition : Eine Abbildung f   x ¡ ¢ x £ ¤ b ¥ x S a bezeichnetman als Scherung in
Richtung a; b steht senkrecht auf a.
Die zugehörige Abbildungsmatrix lautet: E ¦ a bT .

Satz: Sind zu den linearen Abbildungen f  und g  die zugehörigen Abbildungsmatrizen 
F  und G , so gilt: f § g ¨ x © ª « F G x .

Beweis: Nachrechnen; ersetzen von g  und f  durch G  und F .

Definition : Eine lineareAbbildung heißt invertierbar , falls sie bijektiv ist (esgibt zu
jedem Bildvektor einen Urbildvektor). Genau dann ist die Abbildungsmatrix
invertierbar.

Wie oben beschriebenist das Volumen eines n-Spats: V ¬ ­det ® b̄1 , ° , ±bn ² ³ . Eine lineare

Abbildung,die,auf alle b́i angewandt,dasVolumendesSpatsnicht verändert,heißtvolumentreu.
In diesem Fall gilt:
V µ ¶det · f ¸ ¹b1 º , » , f ¼ ½bn ¾À¿ ÁÀÂ Ãdet Ä F Åb1 , Æ , F Çbn È ÉÀÊ Ëdet F det Ì Íb1 , Î , Ïbn Ð ÑÓÒÕÔdet F Ö V ,

also ist ×det F Ø Ù 1 .

12. Längen, Winkel, Orthogonalität

Definition : Eine Verknüpfung von zwei Vektoren heißt Skalarprodukt , wenn sie
folgende Bedingungen erfüllt:
- Kommutativität: Úa Û �b Ü Ýb Þ ßa
- Linearität: �a àâá ãb1 äÕå æb2 ç3èiéa êb1 ëíìïîa ðb2

- Positivität: ña ò óa ô 0 õ öa ÷ 0

Definition : x ø y : ù xT y ú
i û 0

n

xi yi heißt (Standard-)Skalarprodukt der Vektorenx

und y.

Definition : Der Betrag eines Vektors ist
ü
x ýÿþ x � x �

i � 1

n

xi
2 .

Er wird auch Länge des Vektors genannt.

Definition : Ein Vektor derLänge1 ist normiert undheißtEinheitsvektor.EinenVektor
normiert man folgendermaßen:

x�
x � .

Rechenregeln:
- Das Skalarprodukt ist kommutativ: x � y � y � x .
- Das Skalarprodukt ist assoziativ: �
	 x � y ��
���� x ��� y � x ����� y � .
- Das Skalarprodukt ist distributiv : x � ¸ y � z º � x  y ! x " z .
- Das Skalarprodukt ist positiv definiert : x2 # 0  für alle x $ 0
- %x & ' 0 ( x ) 0 ;
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- * + x ,.- / 0 1 2x 3 ;
- Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (CSU): 4x 5 y 6 7 8x × Ø y 9 ;
- Dreiecksungleichung (DU): :x ; y < = >x ? @ A y B ;

Beweis:
Dreiecksungleichung:C

x D y E 2 F G x H y I J K x ë y L M Nx O 2 P 2 x Q y R S y T 2 U Vx W 2 X 2 Yx Z [ y \ ] ^ y _ 2 ` a �x � b c y d e 2 ;

Definition : Der Winkel  zwischen zwei Vektoren ist folgendermaßen definiert:

cos fhgjia, kb l�m na o pbq r
a s t ub v .

Begründung: Wenn man den Cosinusdes Winkels in die CSU einsetzt,sieht man, dassder
Cosinus immer zwischen-1 und +1 ist (daher passt die Bezeichnung„Cosinus“); aus der
Existenz des Cosinus folgt, dass der zugehörige Winkel eindeutig ist (im Bereich 0 wyx{z}| ).

Bemerkung: Durch Nachrechnenergibt sich, dassder Nullvektororthogonalzu jedemVektor
ist.

Definition : Zwei Vektorensind orthogonal, wenn gilt: ½a " ~b � 0 (d.h. der Winkel ist
90°).

Definition : Eine Matrix heißt orthogonal, wenn gilt: AT A � E  bzw. AT � A� 1 .

Bemerkung: Bei orthogonalen Matrizen ist die Inverse also ganz einfach zu berechnen.
Aus der Orthogonalität folgt: det A � � 1 , weil
1 � det E � 1 � det AT det A Ê � det A � 2 .

Satz: Äquivalent sind:
- A ist orthogonal.
- � A �x � � � A �y � � �x � �y .
- Die Spalten von A bilden eine orthonormale Basis des � n .
- Wenn A eine Abbildungsmatrix ist, ist genau dann die zugehörigelineare
Abbildung orthogonal.

Beweis: � A x � � � A y � � � A x � T á A y � � xT AT A A y   xT y ¡ x ¢ y ;

Definition : Eine lineare Abbildung heißt orthogonal, wenn für alle Vektoren gilt:
f £ éa ¤ ¥ f ¦ îb § ¨ ©a ª «b .

Eine lineare Abbildung ist¬ volumentreu, weil man sie durch eine Abbildungsmatrix ausdrückenkann, die ebenfalls
orthogonal ist und daher die Determinante ­ 1  hat.® längen-und winkeltreu, weil für die Berechnungvon Länge und Winkel das Skalarprodukt
verwendet wird, und das ändert sich nicht.
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Definition : Eine Basisheißtorthogonal, wennalle ihre Vektorenpaarweiseorthogonal
sind.
Eine Basis heißt orthonormal , wenn außerdem alle Basisvektoren normiert sind.

SchmidtschesOrthonormalisierungsverfahren: Aus einem normiertenVektor und
einem weiterenVektor wird die zum normiertenVektor senkrechteKomponente
berechnet(indem man die zum normierten Vektor parallele Komponentedes
zweitenVektors abzieht),dieseebenfallsnormiert, aus diesenbeidennormierten
Vektoren und dem nächstenVektor wird die zu den beiden ersten Vektoren
senkrechteKomponenteberechnet,ebenfallsnormiert usw., für alle Vektorender
Basis; man erhält eine Orthonormalbasis.
Vektoren der alten Basis: öa1 , ā2 , ° ; Vektoren der neuen Basis: ±b1 , ²b2 , ³ ;

b́1 µ �a1¶¸·
a1 ¹ ,

º
b' 2 »½¼a2 ¾ ¿a2 À Áb1 Âb1 ; Ãb2 Ä

Å
b' 2ÆÈÇ
b' 2 É ,

Ê
b' 3 Ë½Ìa3 Í Îa3 Ï ¹b2 Ðb2 Ñ Òa3 Ó Ôb1 Õb1 ; Öb3 ×

Ø
b' 3ÙÛÚ
b' 3 É ;

Ü
b' k ÝßÞak à

i á 1

k â 1 ã
ak ä�åbi æbi ; çbk è

é
b' kêìë
b' k í ;

Spiegelung

Die Ausrichtung einer Ebene kann man beschreiben durch ihren Normalenvektor.

Um einenPunkt îx an einer Ebene,derenNormaleneinheitsvektorßa ist, zu spiegeln,geht man
schrittweise so vor:ï Der Bildpunkt ðx' hat denselbenAbstandvon der Ebenewie ñx , alsoden doppeltenAbstand

zwischen Ebene und òx  von ãx . Es gilt also: óx'   æx ô 2 d £ éx , Ebene¤ .õ Die Richtung,in die gespiegeltwird, ist auchklar: in GegenrichtungdesNormalenvektors,alsoö ÷a .ø Die Entfernungvon îx von der Ebenelässtsich folgendermaßenberechnen:Man stellt ðx undña so,dasssievom selbenPunktauf derEbeneausgehen;dannkannmandie Komponentevon©x  senkrecht zur Ebene mit dem Cosinus berechnen:

óx ùûú cos üþý ÿ ±x ��� á ���x� ·
a � 	 
x �

� 

x ��� Áa � Âx , da Ãa  Einheitsvektor: � �a � � 1 .

Für die Spiegelung gilt also:
s � Êx � � �x � 2 � �x � �a �  a .

Drehung in der Ebene

Die Drehmatrix für Drehungen in der Ebene lautet:
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D ! cos " # sin $
sin % cos & .

Satz: D  ist Drehmatrix '  DT D ( E  (ist also orthogonal) und det D ) 1 .

Drehungen im Raum

Drehungenim Raumerfolgenimmer um eine Drehachse *a . JedeDrehungim Raumkann man
zerlegenin eineHintereinanderausführungvon drei Drehungenum die drei Koordinatenachsenim
Raum(die danndrei Drehungenin derEbenesind).Diesedrei Einzel-DrehwinkelheißenCardan-
Winkel  der Drehung. Die Abbildung lautet:

d +-,x .0/21 cos 35476x 829 1 : cos ;5<
=
x >-?a@ A
a B 2 Ca D sin EF G

a H
I
a JLKx .

Beweis: Man zerlegt Mx  in eine Komponente parallel zur Drehachse:N
x OQP

R
x SUTaVXW

a Y ª «aZa []\ x̂ _ ²a`
á a 2 �a

(die ändert sich bei der Drehung nicht) und eine senkrecht zur Drehachse:b
x c �Ldx egfx h .

Für die Drehungder senkrechtenKomponentein der Ebenesenkrechtzur Drehachsegilt:
d i2jx kml0npo cos qsrutx vxwpy sin zs{}|y ~ . Das �y � ist die Achsein derDrehebenesenkrechtzu �x �

, und da die Drehebene senkrecht zur Drehachse steht, gilt also: �y ���p�2�x �x���a ��� � �a � .

Durch Umformung obiger Formel für Drehungenim Raum (bzw. der zugehörigen– recht
komplizierten – Drehmatrix D ) ergibt sich für den Drehwinkel und die Drehachse:

cos �}� 1
2

�
Spur D � 1 � ;�

D � E � �a � 0 ;

�a � 1
2 sin �

d32 � d23

d13   d31

d21 ¡ d12

 (für ¢¤£L¥ ).

Die orthogonale Gruppe

Definition : Die Mengealler orthogonalenn ¦ n -Matrizenheißtorthogonale Gruppe
des § n :

O � n � : ¨2© A ª�« n ¬ n ; AT A ­ E ®
Definition : Die Teilmenge einer orthogonalen Gruppe

SO ¯ n ¤ : °2± A ²�³ n ´ n ; µ AT A ¶ E ·0¸2¹ det A \ 1 º¼»
heißt spezielle orthogonale Gruppe oder Drehgruppe.

Bemerkung: Da bei orthogonalenMatrizen die inversegleich der transponiertenMatrix ist,
gilt:
A ½ O ¾ n ¿ À AÁ 1 Â O Ã n Ä .

Aus Å A B Æ T Ç BT AT È BÉ 1 AÊ 1 � Ë A B ÌÎÍ 1 folgt:
A Ï O Ð n Ñ Ò B Ó O � n Ô Õ Ö A B × Ø O � n Ù .

http://www.skriptweb.de



12. Längen, Winkel, Orthogonalität Seite 18/24

Beides gilt natürlich auch für Drehgruppen: Die Hintereinanderausführungzweier
Drehungen gibt also wieder eine Drehung.

Satz: O Ú 2 Û  besteht aus allen Matrizen der Form:

A Ü cos Ý Þ sin "
sin ß cos $  falls det A à 1 ,

 A × á cos � sin â
sin ã cos ä  falls det A å � 1 .

Beweis: A æ a11 a12

a21 a22

; Aç 1 � a22 è a12

� a21 a11

; AT é a11 a21

a12 a22

;

Daraus folgt: a11 ê a22 , a12 ëLì a21 :

A � a11 í a21

a21 a11

;

Für det A î ï 1  gilt: a11
2 ð a21

2 ¡ 1 ; also kann man schreiben: a11 ­ cos ñ , a21 ò sin ó :

 A ô cos õ ö sin ÷
sin ø cos ù .

Damit det A ú ú 1  ist, muss man A  nur folgendermaßen umformen:

 
cos û ü sin ý
sin þ cos ÿ

� 1 0
0 1

� � cos � ¾ sin �� sin � cos � � A' ;

det A' 	�
 cos2 ��
 sin2 ������� cos2 ��� sin2 ������� 1

Satz: Für A � O  3 !  gilt:
cos " # sin $ 0
sin $ cos % 0

0 0 det A
× PT A P

mit det P % 1 .
D.h. es gibt ein Koordinatensystem,in der die orthogonaleAbbildung mit der
Abbildungsmatrix A  dargestellt wird durch obige Matrix.

Koordinatentransformation

Die SchreibweiseeinesVektors in kartesischenKoordinatenbedeutetdie Linearkombinationder
BasisvektorenunterVerwendungdieserKoordinaten(die Basisvektorenlässtmanabermeistweg,
wenn es sich um die natürliche Basis handelt):

&
xB '

x1

x2(
xn B

) x1

*
b1 + x2

,
b2 -/.10 xn

2
bn . ( åbi  sind bezüglich der natürlichen Basis)

Das kann man als Matrizenmultiplikation sehen:

x1

3
b1 46587 xn

é
bn 9 B

ë
xB .
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Für die Koordinatentransformationvon der natürlichenBasismit Ursprung0 zur Basis
B  mit Ursprung :p  gilt also:

Substitutionsformel: ;x < B =xB >@?p ;
Transformationsformel: AxB B BC 1 DFEx GIHp J ;

Bemerkung: Bei der Transformation mit der Substitutionsformelwerden also zuerst die
Koordinaten transformiert und dann der Ursprung verschoben. Bei der
Rücktransformationmit der Transformationsformelgeht das genauandersherum:zuerst
Ursprung verschieben,dann mit der inversen Abbildungsmatrix die Koordinaten
transformiert.

Definition : Die Matrix, in derenSpaltendie KoordinatenvektorenbezüglichderBasisB
der Bilder f K Lbi M  stehen, heißt Abbildungsmatrix von  f  bezüglich B .

Satz: Für die Änderungder Abbildungsmatrixbeim Basiswechselgilt: Sei A eine
Abbildungsmatrix und B  eine Basis. Die Abbildung Ny O A Px  lautet bezüglich B :Q
yB RTS A Ux V B W C XxB

mit der Abbildungsmatrix
C Y Z A [b1 \ B , ] , ^ A _bn ` B .

Es gilt:
C a Bb 1 A B .

Definition : Zwei Matrizen A , C heißenähnlich, wenneseine invertierbareMatrix
B  gibt, so dass gilt:
C c Bd 1 A B .

13. Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition : Eine Zahl egfih heißt Eigenwert einer Matrix bzw. einer linearen
Abbildung, wenn es wenigstens einen Vektor jb k l0  gibt, so dass gilt:
A mb n�o pb  bzw. f q rb s�t�u vb .

Jeder Vektor, der diese Gleichung erfüllt, heißt Eigenvektor von A zum
Eigenwert w .

Definition : Man bezeichnetals charakteristischesPolynom einer n x n -Matrix das
Polynom n-ten Grades:y

A z|{~} : � det � A ��� E � .

Satz: Es ist � genau dann Eigenwert einer Matrix, wenn es Nullstelle des
charakteristischen Polynoms �  ist, d.h. det � A ��� E ��� 0 .

Definition : Die Spur einer Matrix ist die Summe ihrer Diagonalelemente.

Berechnung der Eigenwerte einer Matrix:
� Bestimmungaller Nullstellender charakteristischen Gleichung � A �|�~��� det � A ��� E ��� 0 ,

das entspricht dem Erstellen einer Produktdarstellung des charakteristischen Polynoms:�
A �������/ �¡ 1 ¢�£�¤ k 1 ¥§¦©¨«ª�¬

r ­�®~¯ k r .
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Die ° 1 ±³² r sind die Eigenwerte von A; die Vielfachheit ki der Nullstelle ´ i heißt
algebraische Vielfachheit des Eigenwerts µ i .

¶ Zu jedem Eigenwert berechnet man den Lösungsraum des homogenen linearen
Gleichungssystems·

A ¸�¹ i E º Qb R 0 .

V »½¼ i ¾ : ¿ Àb ÁiÂ n ; Ã A Ä�Å i E Æ _b Ç 0 a Kern È A É�Ê i E Ë
heißt Eigenraum zum Eigenwert Ì i .

Die DimensiondesEigenraumesDim V Í�Î i Ï heißtgeometrischeVielfachheit desEigenwertesÐ
i .

Bemerkung: Algebraische und geometrische Vielfachheit sind im Allgemeinen nicht gleich!

Satz: Spur und Determinante einer Matrix haben folgende Ähnlichkeit:
Spur A Ñ k1 Ò 1 Ó6ÔÖÕ kr × r

det A Ø�Ù 1
k 1 Ú«Û©ÜÞÝ

r
k r ;

( ß i sind die verschiedenenEigenwertemit jeweils der algebraischenVielfachheit
ki ).

Bemerkung: JedeobereoderuntereDreiecksmatrixhat ihre Diagonalelementeals Eigenwerte,
weil:à�á|â~ã�ä

det å A æèç E é�êTëíì 1 î�ï~ðòñ§óõô«öF÷ n ø�ù~ú .

Satz: JedeLinearkombinationausEigenvektorenzumselbenEigenwertist selbstwieder
Eigenvektor zu diesem Eigenwert.

Beweis: ûy üþýx ÿ��
i � 1

n

ai

�
xi ; die Vektoren 

�
xi  haben alle den gemeinsamen Eigenwert 

�
.

�
y
�
f �
	x � �

i 
 1

n

ai

�
f ���xi ���

i � 1

n

ai ��� Qxi �����
i � 1

n

ai Xxi �! #"y $
%x &�')(f *,+y -/.x 021 .

Satz: Eigenvektorenzu paarweiseverschiedenenEigenwertender Matrix sind linear
unabhängig.

Begründung (anschaulich):Die Abbildung entspricht einer Streckung.Haben Eigenvektoren
verschiedeneEigenwerte,dann werdensie verschiedengestreckt,könnendahernicht parallel
sein (dann würden sie gleich gestreckt) und müssen deshalb linear unabhängig sein.

Man könntediesenSatzauchbeweisen,indem man in einemWiderspruchsbeweisversucht,den
Nullvektor nicht-trivial zu kombinieren.

Satz: Besitzt eine n 3 n -Matrix genau n linear unabhängigeEigenvektoren,dann
kann man aus ihnen eine Transformationsmatrix B  konstruieren:
B 4 jb1 , 5b2 , 6 , 7bn ,

so dass gilt:
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B8 1 A B 9
:

1 0 0 ; 0
0 < 2 0 = 0> ? @ A B
0 0 0 C

â
n

ä
: D ;

Beweis: A B DFE A Gb1 , A Hb2 , I , A Jbn K�LNMPO Qb1 , R Sb2 , T , U Vbn W�X B D .

Bemerkung: Dieses Verfahren nennt man Diagonalisierung der Matrix A .

Satz: Für eine symmetrische n Y n -Matrix A  gilt:
- A  hat n linear unabhängige Eigenvektoren mit reellen Eigenwerten.
- Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
- Es gibt eine orthogonale n Z n -Matrix O, so dass O[ 1 A O  diagonal ist.
- \ ist k-fache Nullstelle des charakteristischenPolynoms ] A hat k linear
unabhängige Eigenvektoren zum Eigenwert ^ .
- geometrische Vielfachheit = algebraische Vielfachheit
- Es gibt eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren.

Satz: A und B habenein gemeinsamesvollständigesOrthonormalsystem(VONS)
von Eigenvektorengenaudann,wenn A B _ B A gilt. Man nenntsie gleichzeitig
diagonalisierbar, d.h. in der gemeinsamen Orthonormalbasis gilt:

À a b 1 0
0 c n

, dB e f 1 0
0 g n

; hA iB j k 1 l 1 0
0 m n n n o

p
B qA ;

Beweis:r
A s C t 1 A C ; uB v C w 1 B C ;
A x C yA C z 1 ; B { C |B C } 1 ;
A B ~ C � �A �B � C � 1 � C �B �A C � 1 � C C � 1 B C C � 1 A C C � 1 � B A ;

Satz: Jede orthogonale Transformation im � 3 lässt sich darstellen als eine
Hintereinanderausführungvon (einer oder mehrerer)Drehungenund höchstens
einer Spiegelung.
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Anhang: Vokabular

Englisch Deutsch

mapping Abbildung

set Menge

domain of Definitionsmenge von

co-domain of Bildmenge bzw. Wertemenge von

p is an element of the set A p ist ein Element der Menge A

field (mathematischer) Körper

Vector Space Homomorphism Vektorraum-Homomorphismus

parallelepiped 3-Spat bzw. Parallelepiped

an image which preserves some properties ein Bild, das einige Eigenschaften bewahrt

... denotes a mapping from A into B ... bedeutet eine Abbildung von A nach B

f(a) – read "f of a" – ... the image of a under f

to scribble kritzeln

to gobble verschlucken

to deceive betrügen

Cramer's rule Cramer-Regel

vector equation Vektorgleichung

triangular matrix Matrix in Zeilenstufenform

n unknowns n Unbekannte

linear combination Linearkombination

scale Skalar

singular case (wenn es keine eindeutige Lösung gibt)

singular merkwürdig

infinity of solutions unendlich viele Lösungen

x-y plane x-y-Ebene

to work in twos/threes zu zweit/dritt arbeiten

to be out of the woods aus dem Schneider sein

f' "f dash" „f Strich“

"I see troubled faces ..." (kein Kommentar)

linear dependence lineare Abhängigkeit

linearly independent linear unabhängig

unit matrix Einheitsmatrix

quantum mechanics Quantenmechanik

constraint Bedingung
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Englisch Deutsch

purposely absichtlich

moronic schwachsinnig

to cackle

counterexample Gegenbeispiel

reflection Spiegelung

rotation Drehung

shearing Scherung

to shear scheren

the vector space of polynomials of finite degreeder Vektorraum der Polynome endlichen Grades

if and only if genau dann wenn

one and only one genau ein

contradictory widersprüchlich

mutually gegenseitig, wechselseitig, aufeinander

arbitrary beliebig, willkürlich

linear transformation lineare Transformation

cipher Chiffre, verschlüsselte Botschaft

lateral displacement seitliche Verschiebung

to converge konvergieren

series Zahlenfolge

degree of accuracy Grad der Genauigkeit

bone and tissue Knochen und Gewebe

trace Spur

eigenvalue Eigenwert

eigenvector Eigenvektor

normalised to unity auf 1 normiert

... are of unit magnitude ... haben die Größe 1

similarity transformation Ähnlichkeitsabbildung

to deduce herleiten

characteristic polynomial charakteristisches Polynom

determinant Determinante

with the aid of the Schmidt procedure mit Hilfe des Schmidtschen
(Orthonormalisierungs-)Verfahrens

row space Zeilenraum

column space Spaltenraum
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Englisch Deutsch

to obtain erhalten, ermitteln

to satisfy an equation eine Gleichung erfüllen
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