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1. Grundlagen
Eine m X n -Matrix hat m Zeilen und n Spalten (,zuerst Zeile, dann Spalte®).

m X 1 -Matrizen hei3erSpaltenvektorenoderSpaltenmatrizen
1 X n-Matrizen heiReZeilenvektorenoderZeilenmatrizen.

Zwei Matrizen sind gleich, wenn sie
1. die gleiche Grol3e haben und
2. alle Komponenten gleich sind.

mxXn

Die Menge aller Matrizen mit Komponenten alss heil3t R .
Die Menge aller Spaltenvektoren hei" = R™*" .
Die Menge aller Zeilenvektoren heilR, = R *" .

Die Addition zweier Matrizen und die Multiplikation mit einem Skalar sind komponentenweise
definiert.

Das Systemaus Spaltenvektorerhei denenjederVektor auseinerl und n-1 Nullen bestehtheif3t
natiirliche Basisdes R" . Analog mit Zeilenvektoren: natiirliche Basis d&s .

Eine Matrix, bei der alle Komponenten 0 sind, he\Rdimatrix .
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2. Lineare Gleichungssysteme

Das Gleichungssystena X = b heiRthomogen falls b = 0, ansonstemhomogen
Das homogeneGleichungssysterhat immer mindestensine Losung, die triviale Losung mit
X, =...=%,=0.,

Zwei lineareGleichungssystemkeilendquivalent, wennsie die gleicheLosungsmengéesitzen
(d.h.derVektor b ist gleich). Aquivalenzumformungen bzw. elementareZeilenumformungen,
bei denen das Gleichungssystem aquivalent bleibt, sind:

— Vertauschung zweier Zeilen

— Multiplikation einer Zeile mit einer Zahkx # 0

— Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen

Damit die Umformungen Ubersichtlicher werden, kann man sie in die erweiterte
Koeffizientenmatrix schreiben.

3. Das Gaul3sche Losungsverfahren

1. Vorwartselimination: Man formt dasLGS so um, dassdie Zeilenstufenform entsteht(hach
hdchstensn - 1 Schritten),d.h. links von den Pivotelementen(die ungleichO sind) stehennur
Oen,undpro Zeile,die mannachuntengeht,rickt dasPivotelementnindestensim 1 Stellenach
rechts.

2. Ruckwartssubstitution: Von unten nach oben werden die Lésungen eingesetzt.

Die Anzahldervon 0 verschiedene#eilenin derZeilenstufenforrnenntmanRang der Matrix; er
gibt im homogenen LGS die Anzahl der abhangigen Variablen an.

Nach der Gaul3-Eliminationstehenan den Pivotstellendie abhangigen Variablen. Die anderen
Variablenandernan der Losungnichts, mankannsie beliebigwéhlenund nenntsie unabhangige
Variablen oderfreie Parameter, um das zu kennzeichnen, ersetzt man sie duvch... , A, .

Die LosungdesLGS, bei demdie freien Parametenls A; drin stehenheifRtallgemeinelLdsung;
sind irgendwelche konkreten Werte eingesetzt, nennt mapsiellebzw. partikulare Lésung.

Ein inhomogenesLGS ist genau dann lésbar, wenn der Rang der erweiterten
Koeffizientenmatrix gleich dem Rang der Matrix isRang(A|b) = RangA.

Die Ldsbarkeitkann man schonnachder Vorwartseliminationfeststellen:lst eine Zeile auf der
Koeffizientenseited, aberdaszugehdrigeAbsolutglied(,rechts vom Strich®) ungleich0, dannist
das inhomogene LGS nicht |6sbar.

Ein I6sbaresinhomogened GS lasst sich darstellenals die Summeder Lésung des
zugehdrigen homogenen LGS und einer partikularen Losung.

4. Matrizenmultiplikation

Matrizen multipliziert man folgendermal3enDas Elementin der i-ten Zeile und j-ten Spaltedes
Matrizenproduktsst die Summeder Produkteder Elementeausder i-ten Zeile der linken Matrix
undderj-ten SpaltederrechtenMatrix (alsojeweilserstesElementmal erstesElementplus zweites
mal zweites Element usw. die ganze Zeile bzw. Spalte durch).
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Die Matrizenmultiplikationist nur definiert, wenndie Anzahl der Spaltender erstenMatrix gleich
der Zeilenzahl der zweiten Matrix ist.

Es gelten folgende Rechenregeln:

— Assoziativgesetz A(BC )=(AB)C;

— Assoziativgesetz mit einem Skalar x( AB)=(x A)B=A(«B) ;

— Distributivgesetz nachbeidenSeiten: (A, +A,)B=AB+A,B bzw. B(A+A,)=BA +BA,

— Im Allgemeinen gilt daKommutativgesetz nicht

5. Transponierte Matrizen

Wennmandie i-te Zeile derMatrix A zuri-ten SpaltederMatrix B macht(fur alle Zeilen),dann
ist B die Transponiertevon A: B=A'. Dabeiwird eine mxn -Matrix zu einer nxm -Matrix,
und die Spalten der urspringlichen Matrix werden zu den Zeilen der transponierten Matrix.

Es gelten folgende Rechenregein
- (A+B)"=A"+B";
(xA) =aA";
- (A)'=
(AB)'=B"A";

Definition: Eine nXxn -Matrix heif3t:
- symmetrisch falls A=A,
- schiefsymmetrischfalls AT=—A .

Also sind A+ A" und AA" symmetrisch undA— A" schiefsymmetrisch.

Die Einheitsmatrixist symmetrischund die Multiplikation mit ihr ist kommutativ, und sie ist
invertierbar.

6. Invertierbare Matrizen

Definition: Eine nXxn -Matrix ist invertierbar, wenneseineinverse Matrix B gibt,
die AB=B A=E erfillt.

Es gelten folgende Regeln:

— Die Inverse ist eindeutig.

— Die Inverse ist invertierbar.

— Das Produkt zweier invertierbarer Matrizen ist invertierbgkB) =B A .

— Die Transponierte einer invertierbaren Matrize ist invertierfja® )" =( A™*)" .
Gleichbedeutend sind:

a) Aist invertierbar.
b) Es gibt eine Inverse zu AAB=E und B A=E.
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c) RangA =n

d) Ax=0=x=0

e) Die Spalten sind linear unabhangig.
f) Die Zeilen sind linear unabhangig.

Definition: Eine nXxn -Matrix, bei deralle Elementeaul3erdie auf der Diagonalen «;
) 0 sind, heil3Diagonalmatrix.
Steherhdchstensuf undrechtstiiberder DiagonalerElementeungleichO, dannist
eseineobere Dreiecksmatrix, steherhéchstensufundlinks unterder Diagonalen
Elemente ungleich 0, dann ist es eurgere Dreiecksmatrix.

Die Transponierte einer oberen Dreiecksmatrix ist eine untere Dreiecksmatrix und umgekehrt.
Eine Dreiecksmatrix ist genau dann invertierbar, wenn alle Diagonalelemente ungleich 0 sind.
Bei einerDiagonalmatrix(als SonderfalleinerDreiecksmatrixgilt: Die Inverseder Diagonalmatrix
hat als Diagonalelemente die Kehrwerte der Diagonalelemente der Diagonalmatrix.

7. Vektorraume

Eine Menge V ist eitvektorraum, wenn folgende Axiome erflillt sind:

— Addition ist kommutativ und assoziativ.

— Es gibt ein neutrales Element fir Addition Killelement): a+0=a;

— Es gibt ein neutrales Element flr Multiplikation Enselement):1a=a;

— Es gibt ein inverses Element fiir die Additioa:-+(—a)=0;

Multiplikation mit Skalaren ist assoziativA (pa)=(Au)a;

Multiplikation mit Skalaren ist distributiv(A+u)a=Aa+pa; A(a+b)=Aa+Ab;

Definition: Eine TeilmengeU einesVektorraumsV heil3t Unterraum bzw. linearer
Teilraum, wenn u+v und Au (mit u,veU ) selbst wieder im Unterraum sind.

Jeder Vektorraum hat dtevialen Unterraume U ={0} und U =V .

Definition: Die LoésungsmengeineshomogenerGleichungssystemist der Kern der
Matrix: KernAz{erR"; Ax=0} .

Der Kern ist ein Unterraum voiR" .

Definition: Die Menge aller Linearkombinationervon Vektoren heif3t lineare Hille
dieser Vektoren.

Beispiet v,={1,1,0,0}", v,={1,0,-1,1}", v,={1,2,3,0]";
x+pB+y

Lin (v, ,v,, V) ={av,+BVv,+yV,; «,B,y€ER] = “3++23y o, B,yER]:
- y

B
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7. Vektorraume Seite6/24

Sind vy,...,V, €V, dann st ihre lineare Hille ein Unterraum von V.

Definition: Ist U =Lin(v,,...,V,) , dannbilden Vv;,...,V, ein Erzeugendensystenvon
U.

Definition: Endlichviele Vektorenheif3enlinear abhangig wennmanausihnennicht-
trivial den Nullvektor linear kombinierenkann (d.h. die Koeffizienten bei der
Linearkombination sind nicht alle 0).

Es gilt:

— Jedes Teilsystem linear unabhangigerVektoren ist linear unabhangig (wenn es das
Gesamtsystem ist, dann ein Teilsystem erst recht).

— Jedes Gesamtsystem, das linear abhangige Vektoren enthalt, ist linear abhangig.

Ein Vektor ist dannlinear abhangigwenn er sich ausden anderenVektorenlinear kombinieren
l&sst; der Nullvektor lasst sich immer linear kombinieren(alle Koeffizienten 0), daherist jedes
System,das den Nullvektor enthélt, linear abhangig.Ein Vektorraumist daherlinear abhangig,
wennsich der Nullvektor nichttrivial kombinierenlasst(z.B. wennder Nullvektor direkt enthalten
ist).

In einer Matrix in Zeilenstufenformbzw. Spaltenstufenformsind die von O verschiedenen
Zeilenvektoren bzw. Spaltenvektoren linear unabhangig.

Definition: Ein linear unabhangiges Erzeugendensystem von n VektorerBaesist
In einem linear unabhéngigerErzeugendensystekann kein Vektor weggelassemverden (weil
keiner durch andere linear kombiniert werden kann), daher ist es das minimale Erzeugendensystem.
Jedes Erzeugendensystem aus m Vektoren-(n) ist daher linear abhéngig.
Die bei allen Basen eines Vektorraumsgleiche Anzahl an Vektoren heil3t Basislange bzw.
Dimensiondes Vektorraums.
Definition: Eine Basis, bestehend aus den Einheitsvektoren, haiBtliche Basis

Definition: Ein Vektorraumist endlichdimensional oderendlich erzeugt falls esein
Erzeugendensystem gibt, das aus endlich vielen Vektoren besteht.

Basisergdnzungssatz In einem endlichdimensionaleriVektorraum bilden k linear
unabhangigeVektoren bereits eine Basis oder lassensich durch Hinzunahme
weiterer Vektoren zu einer Basis erganzen.

Satz Jeder Unterraum eines endlichdimensionalenVektorraums ist ebenfalls
endlichdimensional{U €V) #V = Dim U < Dim V

8. Elementarmatrizen

Definition : Die lineareHiille Lin (z,, ..., z,) derZeilen-oderSpaltenvektoreminer
Matrix ist ein Vektorraum und heif3t Zeilenraum bzw. Spaltenraum. Die
Dimension dieses Vektorraums hef&ilenrang bzw. Spaltenrangder Matrix.

Satz A und A Q habenden selbenSpaltenraum,A und P A habenden selben
Zeilenraum (P , Q sind invertierbar).
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Definition: Eine Matrix, die durch eine elementare Zeilenumformung aus der
Einheitsmatrix hervorgeht, heiBtementarmatrix.

Es gibt 3 Typenvon Elementarmatrizerfweil es 3 Typenvon elementarerZeilenumformungen
gibt):

— Vertauschung zweier Zeilen (hier sind die entspr. Zeilen vertauscht)

— Multiplikation einer Zeile mit einem Skalax # 0 (hier steht in der entspr. Zeile statt 1)

— Addition desVielfacheneinerZeile zu einerandererZeile (eine 0 auRerhallder Diagonalenist
durch « ersetzt)

Satz Elementarmatrizen sind invertierbar; die Inyersen ebenfalls Elementarmatrizen.
Durch Multiplikation mit Elementarmatrizenl ) kann man Matrizen umformen:

A=EA, A=AE".

Satz Der Spalten-bzw. Zeilenraumandertsich nicht bei elementarerSpalten-bzw.
Zeilenumformungen.

Satz Der RangeinerMatrix ist die Dimensionihres Zeilenraume$zw. die Dimension
ihres Spaltenraumes. Die Dimension von Spalten- und Zeilenraum sind gleich

Satz RangA+ Dim (Kern A)=n.
Satz Es gibt zz jeder MatrixA invertierbare MatrizenP , Q, so dass gilt:

PAQ= I(E)’ 8) (dabeiist r = RangA und E, die Einheitsmatrixder GroRe

r.

Matrizen kannmansich zerlegenin zwei oder mehrereBlocke neben-und/oderiibereinanderEs
entsteht eine sogenanrckmatrix :

TR

B=:(E,F); P(E,F)=(PE,PF);

Satz Jede invertierbare Matrix ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Berechnung der Inversen, Gaul3-Jordan-Verfahren

Wenn man eine invertierbareMatrix A mit Hilfe des Gaul3scherLdsungsverfahrengu einer
Einheitsmatrix E umformt, und dabeijeden Umformungsschritgleichzeitig zusatzlichauf eine
Einheitsmatrixanwendetdannist am Schlusswenndie urspriinglicheMatrix zur Einheitsmatrix
geworden ist, aus der Einheitsmatrix die Inveis€ der ersten Matrix geworden.

Wenn man bei der Umformung von A bis zur oberen Dreiecksmatrix M ohne
Zeilenvertauschungearbeitet,stellt man fest, dasssich die Einheitsmatrix E nur unterhalbder
Diagonalenveranderhat (die entstanden®latrix heiBt P). Esgilt: P A=M bzw. A=P ' M.
Man kannalso A zerlegenin eine untereDreiecksmatrix L = P~* (mit lauter Einsenauf der
Diagonale) und eine obere DreiecksmatRx= M (mit Diagonalelementen ungleich 0).

Diese LR-Zerlegung oder Dreieckszerlegungist vorteilhaft fur die Losung der Gleichung

A X =B (vor allem, wenn sie fur verschiedeneechte Seiten berechnetwerden soll): Man
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berechnetzuersteine Matrix Y mit der Formel L Y =B, und darausanschlieRend X mit
RX =Y (weil L(RX)=(L R)X =A X =B). Die Dreiecksformvon L und R vereinfacht
die Sache.

9. Determinanten

x, B,

DeterminantergroReremMatrizen sind rekursiv definiert: Man entwickelt sie nach
einerSpalteoder Zeile, d.h. fir jedesder n Elementeder Spalte/Zeilemultipliziert
mandasElementmit der Determinantaler (n — 1) X (n — 1) -Matrix, die ausden
Elementendie nichtin der Zeile und SpaltedesElementssind (hier nachderk-ten
Spalte):

n

detA= > (-1)"*" a, -det A,
i=1

Definition: det(«) = e, det("‘1 Bl) =0, B — X, By

( Ay bedeutet: die Matrix ohne die i-te Zeile und k-te Spalte).

Dazuist esnaturlichsinnvoll, nacheiner Spalteoder Zeile zu entwickeln,die viele Nullen enthalt,
bzw. die Matrix so umzuformen, dass viele Oen in einer Zeile/Spalte vorhanden sind.

Andere Schreibweisedet A= D" (—-1)" [T &, -
P =1

Mit P ist die Anzahl der Permutationen der Spaltenindices gemeint.

Einschub: Permutationen

3 X 3-Matrix: 3!=6 PermutationenDeterminanteist Summevon 1 bis 6 des Produktsder
Spaltenelemente von 1 bis 3

Vorstellung:Matrix als Schachbretthier: 3 x 3 -Schachbrett)immer3 TurmeaufdasSchachbrett
stellen, dass keiner den anderen schlagen kann entspricht jedem Determinanten-Summanden

3! Mdglichkeiten, 3 Zeilenindices auf 3 Zeilen zu verteilen

Satz Eine Permutation ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung einer Menge auf sich.
Hintereinanderausfihrung zweier Permutationen ergibt wieder eine Permutation.
JedePermutationkann man zerlegenin eine Anzahl von Folgen, bei denennur
jeweils 2 Elementevertauschsind (und sogarbei denennur jeweils 2 benachbart
Elemente vertauscht sind).

Die Reihenfolgeder einzelnenVertauschungerst also egal und nicht eindeutig,obwohl es die
Gesamtpermutatioschonist. Aber ob man eine geradeoderungeradeAnzahl an Vertauschungen
braucht,ist eindeutig.Man sagtalso: Der Grad der Permutationist gerade/ungeradeyenn die
Anzahl der nétigen Vertauschungen eine gerade/ungerade Zahl ist.
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+1 fir gerade Permutationen

(L1 =
Definition: (~1) {—1 fiir ungerade Permutationen

Bei der Determinanteist es eine geradePermutationdann mussein Plus vor den Summanden,
ansonsterin Minus (Spaltennummer!Beispiel: a,; a,; a;, hatals Spaltennummert-3-2, dafir
braucht man eine Vertauschung, um dies aus 1-2-3 zu erzeugen; eins ist ungerade, also ein Minus.

(Ende des Einschubs)

Rechenregeln
- Ist eine Matrix linear abhangig(eine Zeile/Spalte0, zwei Z./Sp. gleich): <

det=0.
- Aquivalent: Ist eine Matrix invertiertbar,dann ist sie linear unabhangig: <
det#0
a p Ay
- gemeinsamer Faktor einer Zeiledet| x a;, «a, - «a,|=oa-detA,
Ay A, ot A,
Zl Zl Zl

- Summenzerlegung det| a + b | =det| g | +det| p
n Zn

- Die Determinante ist alternierend: Bei Vertauschung zweier Zeilen:
det A= —detA.

z z

n

Grund: Aus der Definition der Determinantesieht man, dasssich bei Vertauschungzweier
benachbarteZeilen dasVorzeichenandert(da esimmer abwechselngbositiv und negativist).
JedeZeilenvertauschunt@isstsich auf eine ungeradeAnzahl von Vertauschungebenachbarter
Zeilen zuruckfuhren.

Statt alternierend nennt man dieses Verhalten auch Antisymmetrie.

Rechenregeln

— Bei der Addition/Subtraktioneines Vielfachen einer Zeile zu einer anderenandert sich die
Determinante nicht.

— det A" =det A (dadurch gilt alles, was fiir Zeilen gesagt wird, auch fur Spalten u.u.)

— FUr eine obere/untere Dreiecksmatrix gilt: die Determinante ist das Produkt der
Diagonalelementéanschaulichalles andereféllt weg, weil auf einer Seiteimmer 0 dabeiist).
Spezialfall: Einheitsmatrixdet E=1, det(« E) = «" aus diesem Grund.

— Multiplikationssatz: det(A B)=(det A) (detB).

Folgerungen aus dem Multiplikationssatz
- det( AB) =det(BA)
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9. Determinanten

- det( A) = (det A)
- det A"t = (det A)™*, falls invertierbar
- det(C"" AC)=detA

. B C\_ B 0)_ )
- Kastchensatz det(0 D)—det(C D) detB-detD .

Die Vandermonde-Determinante
Diese Determinante hat die Form:

1 x X
det| 1 y y?| (Dimension beliebig!)

1 z 7
Man kann sie folgendermaf3en umformen:

1 x x> 2 yox Y —x 1 x+y
detf0 y—x y*—x =det<z_X ZZ_Xz)=(y—x)(z—x) det(1 z+x>:

0 z—x Z2—-%°
1 1
—(y=x)(z=x) det(1 §)+det(1 ﬁ) —(y=x)(z=x)(z—y).
=0
Xi) - rechts stehen also alle Differenzen

Allgemein:  det(Vandermondg= 1 [T =%
<i<j<n
(X; =) mit i<j.
Cramersche RegelA ist invertierbaren x n-Matrix; A X = b ist also [osbar.
Um %=A"'b zuerrechnen 8=(3,,5,,...., §,)):
i-te Komponente vorx : x. =det(sl e Sie1 By g S“) ;
' detA
» 1 A _F
! ( ']) b'l =(_1)] I det A” 0

:detA

10. Anwendungen der Determinante (aus der Vorlesung)

Das Kreuzprodukt (nur IR*)

R a, a, a,b,—a,b, R
axb=la |x|a,|=|a,b—anb, =—(bxa) =
a, a, a,b,—a, b,
& € §
=€ (a,b,—a,b)-€ (ab,—a,b)+6(ab,—a b)=det|a a, a,|;
b, b, b,

Bemerkung: Die Darstellungals Determinantemussnicht genauso aussehenz.B. kann die
Matrix transponiert sein (das andert an der Determinante nichts).
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Merkregel: immer x-y-z durchzéhlenin derx-Spaltekommendie Komponentery undz, in dery
Spalte die Komponenten z und x usw.

Rechenregeln
|a><b| 13- |b]-sin 9;
=

X a); axa=0;
a(AxDb)=(ad)xb=3ax(xb);
Ax(b+¢)=3xb+3ax¢; (A+Db)xE=3xT+bx¢,; (distributiv)
- -’2_
& x bl =[af 6] - (a-b)";

Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ!

Die Richtung ist senkrecht zu der aus den beiden Vektoren gebildeten Ebene.
Ein Vergleich mit der Geometrie ergibt:

Der Flacheninhalteines von zwei Vektoren aufgespannterParallelogrammsgst der
Betrag des KreuzproduktsA = |3 x b) .

Schraubenregel Wenn man eine Schraubevom erstenVektor auf dem kiirzestenWeg auf den
zweitenVektor dreht,dannzeigt dasKreuzprodukiin die Richtung,in die sich die Schraubelreht
(,rein“ oder ,raus®).

Oder:

Rechte-Hand-Regel Der Zeigefingerzeigtin RichtungdeserstenVektors,der Mittelfinger in die
Richtung des zweiten Vektors; dann zeigt der Daumen in Richtung des Kreuzprodukts.

— — — —

€ xX€ =€, € xX€=¢E, €X§€ =€, (ebenfalls zyklisch x-y-z durchlaufen!)

Das Skalarprodukt

Definition: d-b=a, b, +a, b, +a, b, =3 bl-cos$ nennt marSkalarprodukt.
a|=Va-a=1val+a2+al;

Wasist ein Skalar?Eine Grol3e die sich nicht andertwenndasKoordinatensystersich andert(ein
Vektor andert sich dabei sehr wohl).

Fur einenMathematiketist ein Vektor etwas,wasdie Vektor-Axiomeerfullt; fir einenPhysikerist
eher wichtig, wie er sich verhalt in verschiedenen Koordinatensystemen.

Zusammenhang Kreuz- und Skalarprodukt
(ax ) =|aP-Iof - (a-6) = |af*-[b]* (1 — co 9) = [3F-bf -sin? 9 ;
ax(bx¢)=(a-b) b—(d-b) & (Grassmann);

)

-d)—(b-€) (&-d) (Lagrange);
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Das Spatprodukt

Definition: Die Kombination [&, b, ] =3d-(bx &) aus Skalar-und Kreuzprodukt
nennt marSpatprodukt.

Das Parallelepipedzw. Parallelflachbzw. Spat,dasvon drei Vektorenaufgespannivird, hat das
Volumen:

v=[a,b,&l=a(bx?)l;

Begriindung: Die Grundflache(dasParallelogrammaus b und ¢ ) hat als Flache |5 X 6| , die
Hohebetragt \55Xa (alsodie Komponenteron &, diein RichtungdesKreuzproduktsieranderen
beiden zeigt).

Drei Vektoren sind linear unabhangig, wenn ihr Spatprodukt ungleich 0 ist.

a, a, a,
a'(bXE):ax(byCz_bzcy)_ay(bxCz_bzcx)_'_a'z(bxCy_bycx)zdet bx by bz

c, C, G,

DasVolumeneinesSpats aufgespanndurchdie Vektoren v ... V, ist V = [det

Bemerkung: Ein 3-Spatist ein Parallelepiped,der Betragder Determinantesein Volumen.Im
Zweidimensionalernst es ein Parallelogramm,und der Betrag der Determinanteist die
Flache. In hoherdimensionalen Raumen ist es nicht mehr anschaulich.

Die FlacheeinesDreiecksist % Grundlinie- Hohe, dasVolumeneinespyramidenartigeiKorpers

% Grundflache Hohe;

Entsprechendegilt fir hoherdimensional®&aume:wennmanz.B. im siebendimensionaleRaum
bei einemsechsdimensionalédbjekt einenPunktaul3erhallmit allen ,Ecken” verbindet,entsteht
eine siebendimensionale/erallgemeinerungeiner Pyramide, dort gilt entsprechendfir das
L,volumen“:

% Grundflache Hohe
(.Grundflache" nicht als Flache, sondern als etwas Sechsdimensionales zu verstehen).

Volumen eines Tetraeders: Grundflache ist ein halbes Parallelogramm
11 1

V=2V ==V .
3% (Spat) 5 (Spat)

11. Lineare Abbildungen

Satz Bei jeder Abbildung gilt:

http://www.skriptweb.de
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- ein Elementder Definitionsmengewird auf genauein Elementder Bildmenge
abgebildet

- jedes Element der Definitionsmenge wird abgebildet

- es konnen durchausmehrereElementeauf das selbe Bildelement abgebildet
werden

D.h. die Bildmengeist hochstensso grofd wie die Definitionsmengebzw. der Bildraum hat
hdchstens so viele Dimensionen wie der Urbildraum.

Definition: Der Graph einer (allg.) Abbildung ist{(a , f (a)); a€ A, f (a)e B} .

Satz Zwei Abbildungen sind gleich, wenn gilf (a)=g(a) V a

Definition: Eine Abbildung f : V — W, die jedem Vektor des Urbildraumeseinen
Vektor im Bildraum zuordnet, heiffhear, falls sie folgende Axiome erfillt:
- f(aV)=a-f (V) VVeV,xeR,spezel:f (0)=0;
-f(a+v)=f(0)+f(v) Vi,veV;

Eine lineare Abbildung heil3t auch lineare Transformation, linearer Operator oder
Vektorraumhomomorphismus.

Beispielefur lineare Abbildungen:
— Nullabbildung (bildet alles auf den Nullvektor ab)
— identische Abbildung (bildet jeden Vektor auf sich selbst ab)

— Projektion (z.B. Vektor imR® wird auf eine Ebene projiziert)

. _ d
- leferen2|at|onsoperat0|cw

b
— Integral f f(x)dx

— Komposition zweier linearer Abbildungefif o g) (&) = f (g (4))

— Nichtlineare Abbildung: z.B. die Parallelverschiebunfj (V) =V + U

Definition: Die Menge aller linearer Abbildungenvon V nach W bildet einen R -
Vektorraum, den Raum der Homomorphismen
Hom (V ,W)={f; f:V - W linear} .

Definition: Eine lineare Abbildung f (x) mit R" - R" (endlichdimensional)asst
sich immer auch darstellen durch ikbbildungsmatrix :
f(x)=F x.

Mit einer festenm X n -Matrix A ist die Abbildung x — A x linear.

Definition: JederVektor V einesVektorraumskannals LinearkombinatioreinerBasis
des Vektorraums geschrieben werden.
Die lineare Abbildung, die jedem Vektor die Linearkombination aus den
Basisvektoren der Basis B zuordnet, hé&Bobrdinatenabbildung beztglich B.
Der Vektor, bestehend aus den Koordinaten (= Koeffizienten der
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Linearkombination), heif3toordinatenvektor von V bezlglich B.

Definition: Eine Abbildung f (x)=x+(b-x) a bezeichnetman als Scherung in
Richtung a; b steht senkrecht auf a.
Die zugehdrige Abbildungsmatrix lauteg +a b’ .

Satz Sind zu den linearen Abbildungeh und g die zugehdorigen Abbildungsmatrizen
F und G, sogilt: f (g(x))=F G x.

Beweis Nachrechnen; ersetzen vapund f durch G und F.

Definition: Eine lineare Abbildung heil3tinvertierbar , falls sie bijektiv ist (esgibt zu
jedem Bildvektor einen Urbildvektor). Genau dann ist die Abbildungsmatrix
invertierbar.

Wie oben beschriebenist das Volumen eines n-Spats: V = |det(51 Ve Hn)\ . Eine lineare

Abbildung,die, aufalle 5, angewandtdasVolumendesSpatsnicht veranderthei3tvolumentreu.
In diesem Fall gilt:

V =|det(f (b,),..., f(b,))|=|det(F b,,..., F b,)|=|detF det(b,, ..., b,)|=|detF|V,
also ist [det F|=1.

12. Langen, Winkel, Orthogonalitat

Definition: Eine Verknipfung von zwei Vektoren heil3t Skalarprodukt, wenn sie
folgende Bedingungen erfuillt:
- Kommutativitat: 3-b=b-a
- Linearitat: 3-(b, + « b,) =3 b, + x a b,
- Positivitat: a-a>0 WV a#0
n

Definition: x-y:=x" y= in y, hei3t(Standard-$kalarprodukt der Vektorenx
i=0

undy.
Definition: Der Betrag eines Vektors ist

B

Er wird auchLange des Vektors genannt.

Definition: Ein Vektor derLangel ist normiert undhei3tEinheitsvektorEinenVektor
normiert man folgendermal3en:
X
x| °
Rechenregeln
- Das Skalarprodukt idfommutativ: x-y=y-X.
- Das Skalarprodukt isissoziativ o (Xx-y)=(a x)-y=X-(ax y).
- Das Skalarprodukt ististributiv : x-(y+ z)=X-y+Xx-z.
- Das Skalarprodukt igiositiv definiert: x?> 0 furalle x #0
- X=0ex=0;
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- o x| = |x| x| ;
- Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (CSU)|x- y| < x| Y| ;
- Dreiecksungleichung (DU) [x + y| < |x| + |y] ;

Beweis
Dreiecksungleichung:

)+ v = Ok ) Ok ) = I 2y + [yP < 7+ 2 Tyl + [y = (X + [y) s

Definition: Der Winkel zwischen zwei Vektoren ist folgendermafien definiert:
a-b

Begrindung: Wenn man den Cosinusdes Winkels in die CSU einsetzt,sieht man, dassder
Cosinusimmer zwischen-1 und +1 ist (daher passtdie Bezeichnung,Cosinus®); aus der
Existenz des Cosinus folgt, dass der zugehdrige Winkel eindeutig ist (im Bedeich < ).

cos< (& b) =

(ox}

o

Bemerkung: Durch Nachrechnerergibt sich, dassder Nullvektor orthogonalzu jedemVektor
ist.

Definition: Zwei Vektorensind orthogonal, wenngilt: d-b=0 (d.h. der Winkel ist
90°).

Definition: Eine Matrix heiRrthogonal, wenn gilt: A" A=E bzw. A" = A™".

Bemerkung: Bei orthogonalen Matrizen ist die Inverse also ganz einfach zu berechnen.
Aus der Orthogonalitat folgt: detA==+1, weil

1=detE=1=det A" det A=(det A).

Satz Aquivalent sind:
- A ist orthogonal.
- (AX)-(AY)=X-V.
- Die Spalten von A bilden eine orthonormale Basis @S
- Wenn A eine Abbildungsmatrixist, ist genaudann die zugehdérigelineare
Abbildung orthogonal.

Beweis (Ax)-(Ay)=(AXx) (Ay)=x" ATAAy=x" y=x-vy;
Definition: Eine lineare Abbildung heil&trthogonal, wenn fir alle Vektoren gilt:
f(a)-f(b)=2a-b.
Eine lineare Abbildung ist

— volumentreu, weil man sie durch eine Abbildungsmatrix ausdriickenkann, die ebenfalls
orthogonal ist und daher die Determinantd hat.

— langen-und winkeltreu, weil fir die Berechnungvon Lange und Winkel das Skalarprodukt
verwendet wird, und das &ndert sich nicht.
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12. Langen, Winkel, Orthogonalitat Seitel6/24

Definition: Eine Basisheif3torthogonal, wennalle ihre Vektorenpaarweiserthogonal

sind.
Eine Basis heiffrthonormal, wenn aufRerdem alle Basisvektoren normiert sind.

SchmidtschesOrthonormalisierungsverfahren: Aus einem normiertenVektor und
einemweiterenVektor wird die zum normiertenVektor senkrechteKkomponente
berechnet(indem man die zum normierten Vektor parallele Komponentedes
zweiten Vektors abzieht),diese ebenfallsnormiert, aus diesenbeidennormierten
Vektoren und dem nachstenVektor wird die zu den beiden ersten Vektoren
senkrechteKkomponenteberechnetgbenfallsnormiertusw., fir alle Vektorender
Basis; man erhalt eine Orthonormalbasis.

Vektoren der alten Basis, , &, , ... ; Vektoren der neuen Basi:t;_f1 , 52 Y e
- &
b, ==,
b A .
- = = —> — —> bI
b*, = 2_( 2'b1> 15 b2=_‘.'2*
. )
T > \R ***.g_b's.
bs— 3_< 3" z)bz_(as'bl)bl’ 3_b_-:'
3
k-1 bT
T2 > P\R- K o k.
b' =a, - (k'bi) i'bk_b_'."
i=1 k
Spiegelung

Die Ausrichtung einer Ebene kann man beschreiben durch ihren Normalenvektor.

Um einenPunkt X an einer Ebene,derenNormaleneinheitsvekto@ ist, zu spiegeln,gehtman

schrittweise so vor:

— Der Bildpunkt x' hatdenselbenAbstandvon der Ebenewie X , alsoden doppeltenAbstand
zwischen Ebene un& von X . Es giltalso:x' =X —2 d (X, Ebene .

— Die Richtung,in die gespiegelwird, ist auchklar: in GegenrichtunglesNormalenvektorsalso
-a.

— Die Entfernungvon X von der EbenelasstsichfolgendermaReberechnenMan stellt X und
a so,dasssie vom selbenPunktauf der Ebeneausgehendannkannmandie Komponenteson
X senkrecht zur Ebene mit dem Cosinus berechnen:

3%

& [

Fur dieSpiegelunggilt also:
s(X)=X—2(x-a) a.

X|=&a-X,da @ Einheitsvektor: |3|=1.

X, =cos@-[X| =

Q)

Drehung in der Ebene
Die Drehmatrix fir Drehungen in der Ebene lautet:
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12. Langen, Winkel, Orthogonalitat Seitel7/24
D = [ cos® —sin @
singp cosg |’

Satz D ist Drehmatrix< D' D = E (ist also orthogonal) undietD =1 .

Drehungen im Raum

Drehungenm Raumerfolgenimmer um eine Drehachsea . JedeDrehungim Raumkann man
zerlegenin eineHintereinanderausfihrungon drei Drehungerum die drei Koordinatenachseim
Raum(die danndrei Drehungenn der Ebenesind). Diesedrei Einzel-Drehwinkeheil3enCardan-
Winkel der Drehung. Die Abbildung lautet:

X-a. Sineg . .

d(X)=(cosp)X+(1—cosyp) e a+ H axx
a
Beweis Man zerlegtX in eine Komponente parallel zur Drehachse:
- S(’ * é é. S(’ * a -
XNI=TE Tal T me @
al la g

(die andert sich bei der Drehung nicht) und eine senkrecht zur Drehachse:

X, =X—-X,.

Fur die Drehungder senkrechterKomponentein der Ebenesenkrechtzur Drehachsegilt:
d(X")=(cosp) X, +(sing) y, .Das Y, istdie Achsein derDrehebensenkrechizu X,
, und da die Drehebene senkrecht zur Drehachse steht, gilt @lse: (X, x d)/[3] .

Durch Umformung obiger Formel fur Drehungenim Raum (bzw. der zugehérigen— recht
komplizierten — DrehmatrixD ) ergibt sich fur den Drehwinkel und die Drehachse:

coscp=%(8purD -1);
(D-—E)a=0;

dy, — dyg

diz—dy | (fur @ #m).

21 d12

1

ad=—
2singe

Die orthogonale Gruppe

Definition: Die Mengealler orthogonalenn X n -Matrizen heif3torthogonale Gruppe
des R":
O(n):={AeR"™"; A" A=E]}

Definition: Die Teilmenge einer orthogonalen Gruppe
SO(n):={AeR"*"; (A" A=E) A(detA=1)}
heiRtspezielle orthogonale GruppeoderDrehgruppe.

Bemerkung: Da bei orthogonalenMatrizen die inversegleich der transponiertenMatrix ist,

gilt:
A€O(n)= A'eO(n).
Aus (AB)'=B"AT=B*A'=(AB)" folgt:

A€O(n)ABeO(n)= (AB)eO (n).
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Beides gilt naturlich auch fur Drehgruppen: Die Hintereinanderausfihrungzweier
Drehungen gibt also wieder eine Drehung.

COS@ —SINP ) rolls det A=1

Satz O (2) besteht aus allen Matrizen der Form:
sin @ COS(p3

sing Ccos@

Beweis A= 211 22} . At B2 Tqe) . AT (% Za).
azl a22 —8.21 all a‘12 a22

Daraus folgt: al.)z Ay, 8, = =8y

A= (_COS"’ sin "’) falls det A=—1.

A= a;; —ay
Ay ap

Fur det A= +1 gilt: a’, + a3, =1; also kann man schreibe®,, =cos¢ , a, =sin @ :
A= (coscp —sin @
sing coso
Damit det A= —1 ist, muss manA nur folgendermalRen umformen:
(COS(p —sin (p) (—1 0) _ (—coscp —sin (p) A
sing cose 0 1 —sing cose '

det A' = —cos @ —sin” ¢ = —(cos @ +sin” @) =—1

Satz Fur A€ O (3) gilt:
cosep -—sing 0

sinp cosp O |=P AP
0 0 det A
mit detP =1.

D.h. es gibt ein Koordinatensystemin der die orthogonaleAbbildung mit der
Abbildungsmatrix A dargestellt wird durch obige Matrix.

Koordinatentransformation

Die SchreibweiseeinesVektorsin kartesischerKoordinatenbedeutetdie Linearkombinationder
BasisvektoremunterVerwendungdieserKoordinaten(die Basisvektorerasstmanabermeistweg,
wenn es sich um die natirliche Basis handelt):

Xl
s —| X —v b g g - Lo i .
Xg=| 2] =x b +X; b, +...+ X, b, (b sind beziiglich der natiirlichen Basis)
Xn B

Das kann man als Matrizenmultiplikation sehen:

X, b, +..+x b =BX,.
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Fur die Koordinatentransformationon der natirlichenBasismit Ursprung0 zur Basis
B mit Ursprung p gilt also:
Substitutionsformel: X=B X + P ;

Transformationsformel: X, =B™ (X — P);

Bemerkung: Bei der Transformation mit der Substitutionsformelerden also zuerst die
Koordinaten transformiert und dann der Ursprung verschoben. Bei der
Rucktransformatiommit der Transformationsformefjeht das genauandersherumzuerst
Ursprung verschieben,dann mit der inversen Abbildungsmatrix die Koordinaten
transformiert.

Definition: Die Matrix, in derenSpaltendie Koordinatenvektorebezuglichder BasisB

—

der Bilder f (b;) stehen, heilfAbbildungsmatrix von f beziglich B.

Satz Fir die Anderungder Abbildungsmatrixbeim Basiswechsebilt: Sei A eine
Abbildungsmatrix undB eine Basis. Die Abbildungy = A X lautet bezliglichB :
VB = ( A X)B =C )2;3
mit der Ab_pildungsmatﬂx
C=((AB)g,....(AD)s).
Es gilt:
C=B"'AB.
Definition: Zwei Matrizen A, C heil3endhnlich, wenneseineinvertierbareMatrix
B gibt, so dass qilt:
C=B"'AB.

13. Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition: Eine Zahl A€ C heil3t Eigenwert einer Matrix bzw. einer linearen
Abbildung, wenn es wenigstens einen Vekiog: 0 gibt, so dass gilt:
AD=AD bzw. f (b)=AD.
Jeder Vektor, der diese Gleichung erfillt, heil3t Eigenvektor von A zum
EigenwertA .

Definition: Man bezeichnetals charakteristischesPolynom einer n X n-Matrix das
Polynom n-ten Grades:
X,(A):=det(A—AE).

Satz Es ist A genau dann Eigenwert einer Matrix, wenn es Nullstelle des
charakteristischen Polynom ist, d.h. det(A—A E) =0.

Definition: Die Spur einer Matrix ist die Summe ihrer Diagonalelemente.

Berechnung der Eigenwerte einer Matrix:

— Bestimmungaller Nullstellender charakteristischen Gleichung X, (A) =det(A—A E) =0,
das entspricht dem Erstellen einer Produktdarstellung des charakteristischen Polynoms:
X, (A)=(A, —A) (A, —A)“.
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Die A;...A, sind die Eigenwertevon A; die Vielfachheit k; der Nullstelle A; heil3t
algebraische Vielfachheitdes Eigenwerts\; .

— Zu jedem Eigenwert berechnet man den Loésungsraum des homogenen linearen
Gleichungssystems

—

(A=A E)b=0.
V(A):=[becC";(A-A E)b=0] =Kemn(A-Aa E)

heitEigenraum zum Eigenwerta, .

Die DimensiondesEigenraumesDim V (A;) heiRtgeometrischeVielfachheit desEigenwertes
A

Bemerkung: Algebraische und geometrische Vielfachheit sind im Allgemeinen nicht gleich!

Satz Spur und Determinante einer Matrix haben folgende Ahnlichkeit:
SpurA=k; A, +... + K A,
det A=a%....A%;
(A; sinddie verschiedenekiigenwertemit jeweils der algebraischeVielfachheit

K ).

Bemerkung: JedeobereoderuntereDreiecksmatrixhat ihre Diagonalelementals Eigenwerte,
weil:
X(A)=det(A—AE)=(o;—A)-...-(ax, — 1) .

Satz JedelLinearkombinatiorausEigenvektorerzum selbenEigenwertist selbstwieder
Eigenvektor zu diesem Eigenwert.

Satz Eigenvektorenzu paarweiseverschiedenertigenwertender Matrix sind linear
unabhangig.

Begrindung (anschaulich):Die Abbildung entspricht einer Streckung.Haben Eigenvektoren
verschiedendcigenwerte,dann werdensie verschiedergestreckt kdnnendahernicht parallel
sein (dann wirden sie gleich gestreckt) und missen deshalb linear unabhéangig sein.

Man konnte diesenSatzauchbeweisenjndem manin einemWiderspruchsbeweigersucht,den
Nullvektor nicht-trivial zu kombinieren.

Satz Besitzt eine n X n-Matrix genau n linear unabhangigeEigenvektorendann
kann man aus ihnen eine TransformationsmaBiXkonstruieren:

B8=(b,.b,,...,b,),
so dass gilt:
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A 0 -~ 0
gtag=[0 % 0 O}_.p.
0 00  a

Beweis AB=(Ab,, Ab,,...,Ab)=(Ab,,Ab,,...,Ab)=BD.

Bemerkung: Dieses Verfahren nennt m&iagonalisierung der Matrix A.

Satz Fur eine symmetrischa X n -Matrix A gilt:
- A hat n linear unabhéngige Eigenvektoren mit reellen Eigenwerten.
- Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
- Es gibt eine orthogonal@ x n -Matrix O, so dassO™* A O diagonal ist.
- A st k-fache Nullstelle des charakteristischefolynoms < A hat k linear
unabhangige Eigenvektoren zum Eigenwrt
- geometrische Vielfachhettalgebraische Vielfachheit
- Es gibt eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren.

Satz A und B habenein gemeinsamesollstdndigesOrthonormalsystenfVONS)
von Eigenvektorergenaudann,wenn A B =B A gilt. Man nenntsie gleichzeitig
diagonalisierbar, d.h. in der gemeinsamen Orthonormalbasis gilt:

A=(® O) =P O). Ag=(xP O )_pa.
0 « 0 B, 0 8,

Beweis
A=C'AC; B=C'BC;
A=C AC'; B=CBC;
AB=C(AB)C'=CBAC'=sCC'BCC'ACC'=BA;

Satz Jede orthogonale Transformation im R® lasst sich darstellen als eine
Hintereinanderausfihrungon (einer oder mehrerer) Drehungenund hdchstens
einer Spiegelung.
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Anhang: Vokabular

Englisch Deutsch
mapping Abbildung
set Menge
domain of Definitionsmenge von

co-domain of
p is an element of the set A

Bildmenge bzw. Wertemenge von

p ist ein Element der Menge A

field

(mathematischer) Korper

Vector Space Homomorphism

Vektorraum-Homomorphismus

parallelepiped
an image which preserves some properties
... denotes a mapping from A into B

3-Spat bzw. Parallelepiped

‘ein Bild, das einige Eigenschaften bewahrt

... bedeutet eine Abbildung von A nach B

f(a) —read "f of a" — ... the image of a under f
to scribble kritzeln
to gobble verschlucken

to deceive
Cramer's rule

‘beUUgen

Cramer-Regel

vector equation

Vektorgleichung

triangular matrix

n unknowns
linear combination
scale

Matrix in Zeilenstufenform

‘n Unbekannte

Linearkombination

| Skalar

singular case

(wenn es keine eindeutige Losung gibt)

singular
infinity of solutions
X-y plane

merkwurdig
unendlich viele Losungen
x-y-Ebene

to work in twos/threes

zu zweit/dritt arbeiten

to be out of the woods

aus dem Schneider sein

f' "f dash"
"| see troubled faces ..."
linear dependence

o Strich®
(kein Kommentar)
lineare Abhangigkeit

linearly independent

linear unabhangig

unit matrix

Einheitsmatrix

guantum mechanics
constraint
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Englisch Deutsch
purposely absichtlich
moronic schwachsinnig
to cackle

counterexample

Gegenbeispiel

reflection Spiegelung
rotation | Drehung
shearing | Scherung
to shear scheren

the vector space of polynomials of finite degreger Vektorraum der Polynome endlichen Grades

if and only if
one and only one
contradictory

genau dann wenn
genau ein

widersprtchlich

mutually

gegenseitig, wechselseitig, aufeinander

arbitrary

beliebig, willktrlich

linear transformation
cipher
lateral displacement

lineare Transformation

‘Chiffre, verschlisselte Botschaft
seitliche Verschiebung

to converge

konvergieren

series

degree of accuracy
bone and tissue
trace

Zahlenfolge

Grad der Genauigkeit

‘Knochen und Gewebe

Spur

eigenvalue

Eigenwert

eigenvector

normalised to unity

... are of unit magnitude
similarity transformation

Eigenvektor

auf 1 normiert

... haben die Grol3e 1
Ahnlichkeitsabbildung

to deduce

herleiten

characteristic polynomial
determinant

with the aid of the Schmidt procedure

charakteristisches Polynom
Determinante

mit Hilfe des Schmidtschen
(Orthonormalisierungsverfahrens

row space

Zeilenraum

column space
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Englisch Deutsch

to obtain erhalten, ermitteln

to satisfy an equation eine Gleichung erfillen
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