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13. Parameterisierte Kurven

Definition: Eine Abbildung (= Funktion), die ein Intervall | € R auf einenVektor
abbildet, heiBparameterisierte Kurveim R" .

Sie ist(stetig) differenzierbar, wenn es alle Komponenten des Vektors sind.
Den Graph nennt ma8pur.

Achtung: Zwei Kurven koénnendie gleicheSpurhaben diesejedochin verschiedeneRichtungen
durchlaufenDer mathematisch positive Sinnst hier derGegenuhrzeigersinn

Definition: Die Figur, die ein Punkt auf einer rollenden Einheitsscheibéeschreibt,
nennt man Zykloide. Ist der Punkt auf dem Rand, nennt man die Zykloide
gewohnlich, ist er weiterinnen, dannist sie verkirzt, ist er weiter aul3en,ist sie
verlangert.

Rollt die Einheitsscheibeinnen in einem Kreis, spricht man von einer
Hypozykloide, rollt sie aul3en herum, von einépizykloide.

[im Skript: Schraubenlinie Ganghthe]

Definition:  Die  Ableitung y(t)=dy/dt heiBt Tangential- oder
Geschwindigkeitsvektorder Kurve.

PhysikalischgesehenWenn y (t) derOrtsvektorist, dannist die Ableitung desOrtesnachder
Zeit die Geschwindigkeit.

Weil sich eine Kurve auch tiberkreuzerkann (und dannam Kreuzungspunkizwei verschiedene
Ableitungenhat), ergibt sich: Der Geschwindigkeitsvektast nur vom Parametet, nicht vom Ort
abhangig.

Definition: ||y (t)|| heiRtGeschwindigkeit
y (t)
[y (0

Er hat die Richtung des Geschwindigkeitsvektors, aber die Lange 1.

T, = heil3tTangentialeinheitsvektoran der Stelle t.
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Definition: Wenn an einer Stelle der Geschwindigkeitsvektor (und damit
Geschwindigkeit) nicht 0 ist, sagt man, die Kurversgular an dieser Stelle
Sie istregular, wenn sie an allen Stellen regular ist.

Achtung: An einerlrregularitatist nur die GeschwindigkeitNull, mansiehtesder Spuralsonicht
unbedingt an!

Definition: Der Vektorraumder n-mal stetig differenzierbaren Funktionen heif3t
c" .
Definition: Unter demparameterisierten Graph einer C' -Funktionf verstehtman
die Kurve y, (t):=(t, f(t)) .

Dabei gilt: y, (t)=(1, f (t)) #0 , der parameterisierte Graph ist also immer regulér.

Satz Hatbei y (t)=(x(t), y(t)) die Funktion X keineNullstelle,dannkann
die Spur dort als parameterisiertenGraph ansehen: es gibt eine stetig
differenzierbare~unktionf auf J=x(l) , derenGraphgleich der Spurvon

y ist. Es gilt:
Coo L V() dy dy/dt
f (XO)_—x(to) (Merkregel: Ix —dx/dt )-

Ist y zweimal differenzierbar, dann ist es auch f:
f (Xo) = M (to)

X3

Definition: Das Standard-Skalarprodukt zweier Vektorenist (wie in der linearen
Algebra):
a-b=a,b+a,b,+...+a,b, .

Anwendung: Zwei sich schneidendeegulareKurven «, B habenals Schnittwinkel ¢
zwischen den Tangentialeinheitsvektoreaosp =T, T, .

Definition: Eine stetigeKurve heil3t rektifizierbar , wenn die Menge der Langender
einbeschriebeneBehnenpolygonkeschrankist (alsodie LangengegeneinenWert
konvergieren). Dieser Wert, das Supremum der Langen, béige der Kurve.

Satz Eine stetig differenzierbare Kurve mit kompaktem Parameterintervallist
rektifizierbar.

b
Es hat diecange s(y)=|ly ()] dt=[ V(1) +...+x2(t)dt .

b
Insbesondere hat der Graph ein@* -Funktion die Lange s(y ) :f V14 f%(x)dx .

[nicht im Skript: Parameterwechsel]
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Krimmung (nicht im Skript)

Definition: N (t): =D T (t) heiRtNormaleneinheitsvektor(D bedeutetDrehung
um 90°, wenn man R>= C setzt, dann entspricht D einer Multiplikation mit i).
Das Paar (T (t), N (t)) heiRt dadegleitende Zweibein der Kurve

Definition: Die Krummung einer Kurve mit Einheitsgeschwindigkeitl ist
k (s)=T'(s)-N (s) .DerBetrag der Krimmung ist gleichder Anderungdes
Geschwindigkeitsvektors |k (s)|=|T' (s)| . (Hat die Kurve eine andere
Geschwindigkeit, muss man sie umparameterisieren).

Definition: p(t):=1/k (1) heildt Kriimmungsradius,
m(t): =y (t)+p(t) N (t) heilt Kriummungsmittelpunkt .
Um diesen Mittelpunkt liegt detriimmungskreis mit Radius |p (t)|
Die durch alle Kruimmungsmittelpunkte definierte Kurve h&lute.

[Nicht im Skript, sondern Konigsberger: Die Sektorflache ebener Kurven]

Kurven in Polarkoordinaten
Man kann Bewegungen auch in Polarkoordinaten beschreiben:

y(t)y=r(t)eew ;

Umgerechnet in kartesische Koordinaten: X(t)=r(t)cose (t) bzw.
y(t)=r(t)sine (t) .

14. Elementar integrierbare Differenzialgleichungen

y(t) bezeichne den Bestand einer Population zum Zeitpunkt t.

Definition: Der Grenzwert % heiRtWachstumsrate zum Zeitpunkt t
Definition: SuchtmaneineWachstumsfunktioly bei gegebenemnfangsbestand Y,
zumZeitpunkt t, undFunktion k(t, y(t))=Yy(t)/y(t) ,sonenntmandas
ein Anfangswertproblem (AWT) bzw.initial value problem.
Die Funktion k heiRtAnderungsrate.

Es qilt: y=k(t,y)-y und y(ts) =Y, . Falls k=const, dann gilt:
y(t)=y,e™

Definition:  Gleichungen der Art y'=a(x) y+b(x) heiRen lineare
Differenzialgleichungen 1. Ordnung. a und b sind stetige Funktionen,b ist die
Inhomogenitat.

Wie bei Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten gilt:

Man erhalt die allgemeineLdsungdurch Addition der homogener_ésungenzu einer
partikularen Lésung.

Es gilt: vy, = c-e® (mt A= f adx,ceC=const); Y, z.B. durch Variation der
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Konstanten ermitteln;
= y=(u+c)e’ ;

Differenzialgleichungen mit getrennten Variablen
Beispiet y'=g(x)h(y) .
1. Samtliche Nullstellen der homogenen Differenzialgleichung finden (charakteristisches Polynom)

2. Trennung der Variablen:
dy
h(y)

3. Beide Seiten der Gleichung unbestimmt integrieren

=g(x)dx :

Bernoullische Differenzialgleichungen (nicht im Skript)

Wenn die Wachstumsrateauch vom augenblicklichenBestandabhéngt(z.B. Tierpopulationen:
wenn es zu viele werden, wird das Futter knapp), gelten folgende Gleichungen:

Definition: Eine Gleichungder Art  y'=a(x)-y+b(x)-y* (x€R\{0,1})
nennt marBernoullische Differenzialgleichung
Ein Sonderfall dieser Gleichung ist dmgistische Gleichung y=(a—by)y .

15. Lokale Approximation von Funktionen: Taylorpolynome und -reihen

Lineare Approximation

F(x)=f(a)+f (a)(x—a) approximiertdie Funktion f um a , falls diese dort
differenzierbar ist.

Approximation durch Taylorpolynome

f soll durchein Polynomapproximiertwerdensodassgilt: T (a)=f (a), T (a)=f (a)
usw.
Bei der Ableitung ergibt sich: T® (a)=k! a, (normaleAbleitungsregel),so dassfir die
Koeffizienten gilt: ak=k—1I f¥ (a) . Es gibt also genau ein Polynom eines Grades
kleiner/gleich n, das diese Kriterien erfllt.

Definition: T, f(x;a)= Y, k—ll f® (x)(x—a)" heiBtn-tes Taylorpolynom an
k=0 K:

der Stelle a.
Es definiert diesSchmiegparabelftr f an der Stelle a.

Die Abweichung der Schmiegparabel von der Funktion Bt , (x) : =f (x)=T, f (x; a) ..
Definition: R, (X) :% [(x=t)"t"*Ydt  heiRt Integralform  des

Restgliedes
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Es gibt zwischen a und x eing (gemal Mittelwertsatz), so dass gilt:

(n+1)
Definition: R ., = f—(E) (x —a)""' heiRtLagrange-Form des Restgliedes

1T (n 1)1

Aus der Integralform ergibt sich:
f(x)=T,f(x)+(x—a)" R(x) ; mit eingesetzteLagrange-Formeiir R (x) ergibtsich
wegen der Stetigkeit, daséiTa R(x)=0

[im Skript: Landau-Symbol]
[im Skript: Symbol O (Ordnung)]

o . e f®(a)
Definition: Die Potenzreihe T f (x)= Y, r
O .
differenzierbaren Funktion heif3t dl@ylorreihe von fin a.

Konvergiertdie Taylorreihevon f gegenf in einerUmgebungJ um a, sagtman, f

hat eineTaylorentwicklung in U mit Entwicklungspunkt a .

“einer unendlich oft

(x—a)

Eine Funktionund ihre Taylorreihesind nur in ihrem Entwicklungspunkgleich; auf3erhalbvon a
muss die Taylorreihe nicht oder nicht gegen die Funktion konvergieren.

Definition: Eine Funktionheif3tanalytischin a, wenneseinePotenzreihenit positivem
Konvergenzradius gibt: f (X) = Z a (X — a) |
k=0

Eine Funktion heil3analytisch, wenn sie Uberall analytisch ist.

[KOnigsberger: Weiteres Giber Potenzreihen,Bernoulli-Zahlen, Cotangensreihe Bernoulli-
Polynome]

Das Newton-Verfahren zur Nullstellenberechnung

Kennt man eine grobe Abschatzungx, einer Nullstelle einer Funktion f und mdchte diese
Abschéatzung verbessern, kann man die lineare Naherung verwenden:
f(x
L= 1 (x4 F () (=) L0)=0 5 = X=X ;
0
X ist jetzt eine bessere Abschéatzung der Nullstelle.

Konvergenzsatz Es gelte:
1. f hat in [a,b] eine Nullstelle
2.im Intervall gilt f (x)#0
3. im Intervall ist f entweder konvex( f* (x)>0) oder konkav (' (x)<0)
4. die lterationsreihen mitx,=a und X,=Db liegen komplettim Intervall

Dann gilt die Newton-Iterationsfolgemit jedem beliebigen Startwert aus dem
Intervall und konvergiert gegen die Nullstelle.
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16. Globale Approximation von Funktionen: Gleichmallige Konvergenz

Definition: Gilt |f,—f[[<e ¥ n>n (dh.die f, liegenim & -Schlauch
um f ), nenntman f, gleichmaRig konvergentgegen f .
f ist dann dieGrenzfunktion der Folge.

Satz Eine Grenzfunktioneinergleichmafigkonvergenterolge stetigerFunktionenist
ebenfalls stetig.
Eine Grenzfunktioneinergleichmafigkonvergenteriolgevon Regelfunktionenst
ebenfalls eine Regelfunktion; das Integral der Regelfunktion ist gleich dem
Grenzwert des Integrals der Folge.

Satz In einemintervall: Eine Folgedort stetigdifferenzierbareFunktionenkonvergiere
punktweiseundihre Ableitung konvergierggleichmafigauf demintervall. Dannist

die Grenzfunktion stetig differenzierbar und’ (X) = r!iTw fa(x)
Cauchy-Kriterium : Wennesfir alle & >0 ein passende® gibt, so dassgilt:

|f.—f.|<e& ¥ m,n>N , dannkonvergiertdie Folge gleichmaRigauf
dem Definitionsintervall.

Korollar: Wenn es fir alle ¢ >0 ein passendesN gibt, so dass gilt:
m

2 f
gleichmafig auf dem Definitionsintervall.

Majrorantenkriterium : Jedeauf D normalkonvergentdReihe(d.h.wenndie Reiheder
Normen der Funktion konvergiert) ist auf D auch gleichmaRig konvergent.

<e V m=nx=N, konvergiert die Reihe der Funktionen

Die Normalkonvergenz ist also ein strengeres Kriterium.
Beweis Korollar, und Summe von Normen > Norm der Summe.

Definition: Eine Folge konvergiert lokal-gleichm&Rig wenn eine Umgebungim
Definitionsbereich existiert, in dem die Folge gleichméafiig konvergiert.

Definition: Eine Familie {Ik}keK offenerintervalle |, (K seilndexmenge)bei
der jeder Punkt der Menge A in mindestenseinem |, liegt, heil3t offene

Uberdeckungvon A. A< U T

Definition: Kann man aus einer offenen Uberdeckungendlich viele Intervalle
auswahlen, die immer noch A (berdecken,dann hat A die Heine-Borel-

n

Uberdeckungseigenschaft Ac L=Jl e, .

Ubergeckungssatz von Heine-Borel A ist kompakt < A hat H-B-
Uberdeckungseigenschatft.

Satz Eine lokal-gleichméfigconvergentd-unktionenfolgeauf einemoffenenintervall
konvergiert auf jeder kompakten Teilmenge des Intervalls gleichmafig.

Beweis JederPunktder Teilmengeliegt in einemoffenenintervall, in dem die Funktionenfolge
gleichmafiig konvergiert. Weil die Teilmenge kompakt ist, wird sie von endlich vielen
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IntervallenuberdeckiUberdeckungssatzon Heine-Borel).Die Funktionenfolgekonvergiertin
der Vereingungsmenge der Intervalle und daher in der Teilmenge.

Definition: Es sei V &e>0 3 Polynomp, so dassgilt |[f — pllk <e¢ (K
kompakt). Die Mengeder stetigenFunktionenf, die durch ein Polynombeliebig
genau approximierbar sind, heiBP =P (K ) .

Hilfssatze: B B
1. feP, geP = f+geP B
2. f,geP = |[fleP,max(f,g)eP,min(f,g)eP
3.[...]

Weierstral3scher Approximationssatz Zu jeder stetigen Funktion f auf einer
kompakten Menge K gibt es ein Polynom p, so dass gilt:
If (x)— p(x)|]<e Ve>0,VxeK .

17. Approximation periodischer Funktionen: Fourierreihen

Definition: Ein trigonometrisches Polynom mit Grad <n ist eine Funktion der
Art:
W .
= > ¢ € xeR,cgeC .
k=-n
Summenund ProduktetrigonometrischePolynomesind ebenfallstrigonometrische
Polynome.

Mit der Euler-Formelftir komplexeZahlenkann mantrigonometrisché?olynomeauchmit Sinus
und Cosinus ausdrucken:

:70 Z (a, cosk x + b, sink x) ;

8 =C +C, ; a=2¢ ;
b =i(c —c,) ;

C =%(ak —ib) ; c,= %(ak +ib,) ;Esgiltalso: ¢c,=C_, (konjugiert komplex);
Definition: 6nm={1 n=m ;. O0,n heil3tKronecker-Symbol.
0O n#m

2ma

Definition: f e fe *dx=2m a-s,, heiltOrthogonalitatsrelation.

a gibt die Periodizitat an

Allgemein ist eine Orthogonalitétsrelation:j fo(x)f,(x)dx .

Definition: Es sei WV >0 3 trigonometrischesPolynom T, so dass gilt
If —T|<e ¥V xeRR . Die Menge der 2 m -periodischen stetigen
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Funktionen f, die durch ein trigonometrisches Polynom beliebig genau
approximierbar sind, heil3tT .

Analog zur Menge P der durch Polynome approximierbaren Funktionen!

Achtung: Oft kann man nichtperiodischeFunktionenin einem entsprechendetnintervall als
periodisch betrachten!

Satz von Fejér und Dirichlet: Jede stetige Funktion f in [—m, 7] mit
f (x)="f(—x) lasstsich mit beliebiger Genauigkeitdurch trigonometrische
Polynome approximieren.
An eventuellen Sprungstellen konvergiert diese Approximation gegen das
arithmetische Mittel der beiden links- und rechtsseitigen Grenzwerte.

2m

Definition: f(k):= Zi f(x)e'**dx kez,feC  heiRt k-ter
LI

Fourierkoeffizient der Funktion f.

Definition: S, f (x):= > f(k)€** heiRtn-tes Fourierpolynom der Funktion

f.
Definition: S, f (x):=1mS, f(x)= > f(k)€“* heikt Fourierreihe der

k=—o0

Funktion f, falls der Grenzwert existiert.

Das Fourierpolynom lasst sich auch durch Sinus und Cosinus darstellen:
S, f( =?°Z a, cosk x + b, sin k x) mit a, =f(k)+f(=k) ,
b, =i (f (k)= f(=k)) ;

Daraus folgt:

=—ff Jcoskxdx k=0,1,2,.. ;

s

bk=%ff(x)sinkxdx k=1,2,3,... ;

Folgerung Ist f ungerade, dann ist gleich O, ist f gerade, dann ist gleich O.

Identitatssatz Seienbei zwei stetigeFunktionenf, g mit f (x)=¢ (x) , sofolgt
f(x)=g(x) .
Darstellungssatz Ist f stetig und konvergiertihre Fourierreihegleichmafiigauf ganz
R , sosind sie identisch:f =S_ f .
f(t)—f(x) f (-1 (x)

Definition: Der Grenzwert |im —— =  bzw. im ——— = heildt
tTx t—X tix

linksseitige bzw. rechtsseitige Ableitungvon fin x.
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Satz Die 2 m -periodischekomplexwertige Regelfunktionf (d.h. €R(T) )
besitzeeine links- und rechtsseitigeAbleitung. Dann konvergiertihre Fourierreihe
an Stetigkeitsstellengegendie Funktion und an Unstetigkeitsstellergegenden
arithmetischen Mittelwert der beiden rechts- und linksseitigen Grenzwerte.

Riemannsches Lemma Fur jede  Regelfunktion P gilt:
b

lim fcp(x)-sin px-dx=0 .

p—oo 5

Anschaulich: Wennp gegenUnendlichgeht,wird die Periodeder Sinusschwingungmmer kirzer.

Die positive und negative Flache heben sich beim Integral des Sinus Uber eine Periode auf. Je kirzer
die Periode destomehrganzePerioderpassenn ein beliebigedntervall, der tibrig bleibendeRest

einer Periodewird immer kleiner und geht gegen0. Die Regelfunktionfuhrt zwar zu einer
Amplitudenmodulation, aber &ndert sonst nichts.

n
Definition: D :=2i 3 ¢ heiRtDirichlet-Kern n-ten Grades.

n

Esgilt: D (X)={ 2m sin = ;

i(2n+1) Xe2mw”Z
& 27T

Dirichletsches Lemma f D,(t)dt=1 furallen;

f f(t)D,(t)dt gehtfir n—ow gegendenarithmetischerMittelwert der

links- und rechtsseitigen Grenzwerte von f an der Stelle 0.

Definition: Eine 2 m -periodischekomplexwertigeRegelfunktionheif3t stiickweise
stetig differenzierbar, wennmandasPeriodenintervaléo zerlegerkann,dassesin
denabgeschlossenérreilintervallenstetigdifferenzierbard-unktionengibt, die mit
der Funktion in den offenen Teilintervallen tGbereinstimmt.

Di

e Funktion kann also (an den Teilintervallgrenzen) Sprungstellen haben.

jedem Intervall, das keine Unstetigkeitsstelle der Funktion beinhaltet, gleichmafi

Satz Die FourierreiheeinerstiickweisestetigdifferenzierbarerFunktionkonvergiertin J;
Big

Achtung: An denUnstetigkeitsstellelkonvergiertdie Funktionalsonicht gleichmafig Graphisch
erkenntmandort dasGibbs-Phanomen Der Graphder Fourierreihezeigtdort ein Uberschwingen
(mit S, f —f>0,089m unabhangig von n).

Bei einerreellenFunktion sind die Fourierkoeffizienterdie Amplituden der Tragerschwingungen,
aus denen sich die Funktion zusammensetzt.
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Der Oberschwingungsanteil bzw. Klirrfaktor is

n
e

also die Koeffizientender Oberschwingungegeteilt durch die der gesamterSchwingung(n = 1.:

Grundschwingung).
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