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13. Parameterisierte Kurven

Definition : Eine Abbildung (= Funktion), die ein Intervall I
���

auf einenVektor
abbildet, heißt parameterisierte Kurve im � n .

Sie ist (stetig) differenzierbar , wenn es alle Komponenten des Vektors sind.

Den Graph nennt man Spur.

Achtung: Zwei Kurven könnendie gleicheSpurhaben,diesejedochin verschiedenenRichtungen
durchlaufen. Der mathematisch positive Sinn ist hier der Gegenuhrzeigersinn.

Definition : Die Figur, die ein Punkt auf einer rollenden Einheitsscheibebeschreibt,
nennt man Zykloide. Ist der Punkt auf dem Rand, nennt man die Zykloide
gewöhnlich, ist er weiter innen,dannist sie verkürzt , ist er weiter außen,ist sie
verlängert.
Rollt die Einheitsscheibeinnen in einem Kreis, spricht man von einer
Hypozykloide, rollt sie außen herum, von einer Epizykloide.

[im Skript: Schraubenlinie Ganghöhe]

Definition : Die Ableitung ���� t �
	 d ��� d t heißt Tangential- oder
Geschwindigkeitsvektor der Kurve.

Physikalischgesehen:Wenn �� t � derOrtsvektorist, dannist die AbleitungdesOrtesnachder
Zeit die Geschwindigkeit.

Weil sich eine Kurve auch überkreuzenkann (und dannam Kreuzungspunktzwei verschiedene
Ableitungenhat), ergibt sich: Der Geschwindigkeitsvektorist nur vom Parametert, nicht vom Ort
abhängig.

Definition : � ��� t � �  heißt Geschwindigkeit.

T ��	 ��� t �� ��� t � �  heißt Tangentialeinheitsvektor an der Stelle t.

Er hat die Richtung des Geschwindigkeitsvektors, aber die Länge 1.
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Definition : Wenn an einer Stelle der Geschwindigkeitsvektor (und damit
Geschwindigkeit) nicht 0 ist, sagt man, die Kurve sei regulär an dieser Stelle.
Sie ist regulär, wenn sie an allen Stellen regulär ist.

Achtung: An einerIrregularitätist nur die GeschwindigkeitNull, mansiehtesder Spuralsonicht
unbedingt an!

Definition : Der Vektorraumder n-mal stetig differenzierbaren Funktionen heißt
Cn .

Definition : Unter demparameterisierten Graph einer C1 -Funktionf verstehtman
die Kurve �

f
� t � : � � t , f � t ��� .

Dabei gilt: �� f � t �
� � 1 , f' � t ���
� �0 , der parameterisierte Graph ist also immer regulär.

Satz: Hat bei ��� t �
	 � x � t � , y � t ��� die Funktion �x keineNullstelle, dannkann
die Spur dort als parameterisiertenGraph ansehen: es gibt eine stetig
differenzierbareFunktion f auf J � x � I � , derenGraph gleich der Spur von�  ist. Es gilt:

f' � x0 � � �y � t0 ��x � t0 �  (Merkregel: 
d y
d x

� d y ! d t
d x ! d t

).

Ist �  zweimal differenzierbar, dann ist es auch f:

f'' � x0 �
� �x "y #$"x �y�x3
� t0 � .

Definition : Das Standard-Skalarprodukt zweier Vektoren ist (wie in der linearen
Algebra):�a % �b � a1 b1 & a2 b2 &(')& an bn .

Anwendung: Zwei sich schneidendereguläreKurven * , + habenals Schnittwinkel ,
zwischen den Tangentialeinheitsvektoren: cos -.� T /10 T 2 .

Definition : Eine stetigeKurve heißt rektifizierbar , wenn die Mengeder Längender
einbeschriebenenSehnenpolygonebeschränktist (alsodie LängengegeneinenWert
konvergieren). Dieser Wert, das Supremum der Längen, heißt Länge der Kurve.

Satz: Eine stetig differenzierbare Kurve mit kompaktem Parameterintervallist
rektifizierbar.

Es hat die Länge s � � �
�43 �� � t �53 d t �
a

b

x1
2 � t � &6'7& xn

2 � t � d t .

Insbesondere hat der Graph einer C1 -Funktion die Länge s � � f �
�
a

b

1 & f' 2 � x � d x .

[nicht im Skript: Parameterwechsel]
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Krümmung (nicht im Skript)

Definition : N � t � : � D T � t � heißtNormaleneinheitsvektor(D bedeutet:Drehung
um 90°, wenn man � 2 	�8  setzt, dann entspricht D einer Multiplikation mit i).
Das Paar � T � t � , N � t � �  heißt das begleitende Zweibein der Kurve.

Definition : Die Krümmung einer Kurve mit Einheitsgeschwindigkeit1 ist9 � s �
	 T' � s �;: N � s � . Der Betrag der Krümmung ist gleichderÄnderungdes
Geschwindigkeitsvektors < 9 � s � < 	 = T' � s � = . (Hat die Kurve eine andere
Geschwindigkeit, muss man sie umparameterisieren).

Definition : > � t � : 	 1 � 9 � t � heißt Krümmungsradius,
m � t � : 	 �� t �
? > � t � N � t �  heißt  Krümmungsmittelpunkt .

Um diesen Mittelpunkt liegt der Krümmungskreis mit Radius < > � t � < .
Die durch alle Krümmungsmittelpunkte definierte Kurve heißt Evolute.

[Nicht im Skript, sondern Königsberger: Die Sektorfläche ebener Kurven]

Kurven in Polarkoordinaten

Man kann Bewegungen auch in Polarkoordinaten beschreiben:��� t �
� r � t � ei @BA t C ;

Umgerechnet in kartesische Koordinaten: x � t �
	 r � t � cos , � t � bzw.
y � t �
	 r � t � sin , � t � .

14. Elementar integrierbare Differenzialgleichungen
y � t �  bezeichne den Bestand einer Population zum Zeitpunkt t.

Definition : Der Grenzwert 
�y � t �
y � t �  heißt Wachstumsrate zum Zeitpunkt t.

Definition : SuchtmaneineWachstumsfunktiony bei gegebenemAnfangsbestand y0

zumZeitpunkt t0 undFunktion k � t , y � t � � � �y � t � ! y � t � , sonenntmandas
ein Anfangswertproblem (AWT)  bzw. initial value problem .
Die Funktion k  heißt Änderungsrate.

Es gilt: �y � k � t , y � 0 y und y � t0 �
� y0 . Falls k � const , dann gilt:

y � t �D� y0 0 ek E t F t0G .

Definition : Gleichungen der Art y' � a � x � y H b � x � heißen lineare
Differenzialgleichungen 1. Ordnung. a und b sind stetigeFunktionen,b ist die
Inhomogenität.

Wie bei Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten gilt:

Man erhält die allgemeineLösungdurch Addition der homogenenLösungenzu einer
partikulären Lösung.

Es gilt: yh I c J eA (mit A � a d x , c K�L�� const ); yp z.B. durch Variation der
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Konstanten ermitteln;M
y � � u & c � eA ;

Differenzialgleichungen mit getrennten Variablen

Beispiel: y' � g � x � h � y � .

1. Sämtliche Nullstellen der homogenen Differenzialgleichung finden (charakteristisches Polynom)

2. Trennung der Variablen:
d y
h � y � � g � x � d x ;

3. Beide Seiten der Gleichung unbestimmt integrieren

Bernoullische Differenzialgleichungen (nicht im Skript)

Wenn die Wachstumsrateauch vom augenblicklichenBestandabhängt(z.B. Tierpopulationen:
wenn es zu viele werden, wird das Futter knapp), gelten folgende Gleichungen:

Definition : Eine Gleichung der Art y' � a � x �N0 y H b � x �O0 y
/ �QP K �SRBT 0 , 1UQ�

nennt man Bernoullische Differenzialgleichung.
Ein Sonderfall dieser Gleichung ist die logistische Gleichung �y � � a # b y � y .

15. Lokale Approximation von Funktionen: Taylorpolynome und -reihen

Lineare Approximation

F � x � � f � a � H f' � a � � x # a � approximiert die Funktion f um a , falls diese dort
differenzierbar ist.

Approximation durch Taylorpolynome

f soll durchein Polynomapproximiertwerden,so dassgilt: T � a � � f � a � , T' � a � � f' � a �
usw.
Bei der Ableitung ergibt sich: T V k W;X a Y I k ! ak (normale Ableitungsregel),so dassfür die

Koeffizienten gilt: ak � 1
k !

f A k C � a � . Es gibt also genau ein Polynom eines Grades

kleiner/gleich n, das diese Kriterien erfüllt.

Definition : Tn f � x ; a �
�
k Z 0

n
1

k !
f V k W � x � � x [ a � n heißtn-tes Taylorpolynom an

der Stelle a.
Es definiert die Schmiegparabel für f an der Stelle a.

Die Abweichung der Schmiegparabel von der Funktion ist Rn \ 1
� x � : � f � x �
# Tn f � x ; a � ..

Definition : Rn ] 1 � x �
� 1
n! a

x � x [ t � n f V n ] 1 W d t heißt Integralform des

Restgliedes.
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Es gibt zwischen a und x ein ^  (gemäß Mittelwertsatz), so dass gilt:

Definition : Rn \ 1 � f A n \ 1 C �;_ �� n H 1 � !
� x # a � n \ 1  heißt Lagrange-Form des Restgliedes.

Aus der Integralform ergibt sich:

f � x �
� Tn f � x �
H � x # a � n R � x � ; mit eingesetzterLagrange-Formelfür R � x � ergibt sich

wegen der Stetigkeit, dass lim
x ` a

R � x �
� 0 .

[im Skript: Landau-Symbol]

[im Skript: Symbol O (Ordnung)]

Definition : Die Potenzreihe T f � x �
�
0

a
f A k C � a �

k !
� x # a � k einer unendlich oft

differenzierbaren Funktion heißt die Taylorreihe von f in a.
Konvergiertdie Taylorreihevon f gegenf in einerUmgebungU um a, sagtman,f
hat eine Taylorentwicklung in U mit Entwicklungspunkt a .

Eine Funktion und ihre Taylorreihesind nur in ihrem Entwicklungspunktgleich; außerhalbvon a
muss die Taylorreihe nicht oder nicht gegen die Funktion konvergieren.

Definition : EineFunktionheißtanalytisch in a, wenneseinePotenzreihemit positivem

Konvergenzradius gibt: f � x �
�
k b 0

a
ak � x [ a � k .

Eine Funktion heißt analytisch, wenn sie überall analytisch ist.

[Königsberger: Weiteres über Potenzreihen,Bernoulli-Zahlen, Cotangensreihe,Bernoulli-
Polynome]

Das Newton-Verfahren zur Nullstellenberechnung

Kennt man eine grobe Abschätzungx0 einer Nullstelle einer Funktion f und möchte diese
Abschätzung verbessern, kann man die lineare Näherung verwenden:

L � x �
� f � x0 �
H f' � x0 � � x # x0 � ; L � x � � 0 ;  

M
 x � x0 # f � x0 �

f' � x0 � ;

x ist jetzt eine bessere Abschätzung der Nullstelle.

Konvergenzsatz: Es gelte:
1. f hat in [a, b] eine Nullstelle
2. im Intervall gilt f' � x � c 0
3. im Intervall ist f entweder konvex � f'' � x � d 0 �  oder konkav � f'' � x � e 0 �
4. die Iterationsreihen mit x0 � a  und x0 � b  liegen komplett im Intervall

Dann gilt die Newton-Iterationsfolgemit jedem beliebigen Startwert aus dem
Intervall und konvergiert gegen die Nullstelle.
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16. Globale Approximation von Funktionen: Gleichmäßige Konvergenz

Definition : Gilt f f n # f fhgji k n l n (d.h. die f n liegen im m -Schlauch
um f ), nennt man f n  gleichmäßig konvergent gegen f .

f  ist dann die Grenzfunktion  der Folge.

Satz: Eine GrenzfunktioneinergleichmäßigkonvergentenFolgestetigerFunktionenist
ebenfalls stetig.
Eine GrenzfunktioneinergleichmäßigkonvergentenFolgevon Regelfunktionenist
ebenfalls eine Regelfunktion; das Integral der Regelfunktion ist gleich dem
Grenzwert des Integrals der Folge.

Satz: In einemIntervall: EineFolgedort stetigdifferenzierbarerFunktionenkonvergiere
punktweiseundihre Ableitungkonvergieregleichmäßigauf demIntervall.Dannist

die Grenzfunktion stetig differenzierbar und f' � x �
� lim
n ` a f' n

� x � .

Cauchy-Kriterium : Wenn es für alle mon 0 ein passendesN gibt, so dassgilt:f f n # f m fhgSi k m , n l N , dann konvergiert die Folge gleichmäßigauf
dem Definitionsintervall.

Korollar : Wenn es für alle mon 0 ein passendesN gibt, so dass gilt:

n

m

f k gji k m d n d N , konvergiert die Reihe der Funktionen

gleichmäßig auf dem Definitionsintervall.

Majrorantenkriterium : Jedeauf D normalkonvergenteReihe(d.h.wenndie Reiheder
Normen der Funktion konvergiert) ist auf D auch gleichmäßig konvergent.

Die Normalkonvergenz ist also ein strengeres Kriterium.

Beweis: Korollar, und Summe von Normen d  Norm der Summe.

Definition : Eine Folge konvergiert lokal-gleichmäßig, wenn eine Umgebung im
Definitionsbereich existiert, in dem die Folge gleichmäßig konvergiert.

Definition : Eine Familie I k k p K offener Intervalle I k (K sei Indexmenge),bei
der jeder Punkt der Menge A in mindestenseinem I k liegt, heißt offene

Überdeckung von A. A q r
k s K

I k .

Definition : Kann man aus einer offenen Überdeckung endlich viele Intervalle
auswählen,die immer noch A überdecken,dann hat A die Heine-Borel-

Überdeckungseigenschaft. A t uv Z 1

n
I k v .

Überdeckungssatz von Heine-Borel: A ist kompakt w A hat H-B-
Überdeckungseigenschaft.

Satz: Eine lokal-gleichmäßigkonvergenteFunktionenfolgeauf einemoffenenIntervall
konvergiert auf jeder kompakten Teilmenge des Intervalls gleichmäßig.

Beweis: JederPunkt der Teilmengeliegt in einemoffenenIntervall, in dem die Funktionenfolge
gleichmäßig konvergiert. Weil die Teilmenge kompakt ist, wird sie von endlich vielen
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Intervallenüberdeckt(Überdeckungssatzvon Heine-Borel).Die Funktionenfolgekonvergiertin
der Vereingungsmenge der Intervalle und daher in der Teilmenge.

Definition : Es sei x myn 0 z Polynom p, so dass gilt { f # p { K gji (K
kompakt).Die Mengeder stetigenFunktionenf, die durch ein Polynombeliebig
genau approximierbar sind, heißt P � P � K � .

Hilfssätze:
1. f K P , g K P  

M
 f H g K P

2. f , g K P  

M
 | f | K P , max � f , g � K P , min � f , g � K P

3. [...]

Weierstraßscher Approximationssatz: Zu jeder stetigen Funktion f auf einer
kompakten Menge K gibt es ein Polynom p, so dass gilt:}

f � x �
~ p � x � }�� m x mon 0 , x x
�

K .

17. Approximation periodischer Funktionen: Fourierreihen

Definition : Ein trigonometrisches Polynom mit Grad e n ist eine Funktion der
Art:

T � x �
�
k Z � n

n

ck ei k x x ��� , ck ��� .

SummenundProduktetrigonometrischerPolynomesindebenfallstrigonometrische
Polynome.

Mit der Euler-Formelfür komplexeZahlenkann man trigonometrischePolynomeauchmit Sinus
und Cosinus ausdrücken:

T � x �
� a0

2 k b 1

n � ak cosk x H bk sin k x � ;

ak � ck & c� k ; a0 � 2 c0 ;
bk � i � ck [ c� k � ;

ck � 1
2
� ak # i bk � ; cF k � 1

2
� ak H i bk � ; Es gilt also: ck ���c� k  (konjugiert komplex);

Definition : � nm � 1 n � m
0 n c m

; � nm  heißt Kronecker-Symbol.

Definition : 
0

2 � a

e
i n

x
a e

i m
x
a d x � 2 � a % � nm  heißt Orthogonalitätsrelation.

a gibt die Periodizität an

Allgemein ist eine Orthogonalitätsrelation: F a
a

f n
� x � f m

� x � d x .

Definition : Es sei x myn 0 z trigonometrischesPolynom T, so dass gilt�
f ~ T

��� m x x
���

. Die Menge der 2 � -periodischen stetigen
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Funktionen f, die durch ein trigonometrisches Polynom beliebig genau
approximierbar sind, heißt T .

Analog zur Menge P  der durch Polynome approximierbaren Funktionen!

Achtung: Oft kann man nichtperiodischeFunktionen in einem entsprechendenIntervall als
periodisch betrachten!

Satz von Fejér und Dirichlet : Jede stetige Funktion f in � ~�� , ��� mit
f � x � � f � # x � lässt sich mit beliebiger Genauigkeitdurch trigonometrische

Polynome approximieren.
An eventuellen Sprungstellen konvergiert diese Approximation gegen das
arithmetische Mittel der beiden links- und rechtsseitigen Grenzwerte.

Definition : �f � k � : � 1
2 � 0

2 �
f � x � eF i k x d x k Kj� , �f K�L heißt k-ter

Fourierkoeffizient  der Funktion f.

Definition : Sn f � x � : �
k b F n

n �f � k � ei k x heißtn-tes Fourierpolynom der Funktion

f.

Definition : Sa f � x � : � lim
n

a
Sn f � x �
�

k b F a
a �

f � k � ei k x
heißt Fourierreihe der

Funktion f, falls der Grenzwert existiert.

Das Fourierpolynom lässt sich auch durch Sinus und Cosinus darstellen:

Sn f � x �
� a0

2 k Z 1

n � ak cosk x & bk sin k x � mit ak � �f � k �
H �f � # k � ,

bk � i � f � k �
# f � # k � � ;

Daraus folgt:

ak � 1� F��
�

f � x � cosk x d x k � 0 , 1 , 2 , � ;

bk � 1� F��
�

f � x � sin k x d x k � 1 , 2 , 3, � ;

Folgerung: Ist f ungerade, dann ist ak gleich 0, ist f gerade, dann ist bk gleich 0.

Identitätssatz: Seienbei zwei stetigeFunktionenf, g mit �f � x � � �g � x � , so folgt
f � x � � g � x � .

Darstellungssatz: Ist f stetig und konvergiertihre Fourierreihegleichmäßigauf ganz�
, so sind sie identisch: f � S a f .

Definition : Der Grenzwert lim
t � x

f � t �D# f � x- �
t # x

bzw. lim
t � x

f � t �
# f � x+ �
t # x

heißt

linksseitige bzw. rechtsseitige Ableitung von f in x.
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Satz: Die 2 � -periodischekomplexwertige Regelfunktion f (d.h. K R � T � )
besitzeeine links- und rechtsseitigeAbleitung. Dannkonvergiertihre Fourierreihe
an Stetigkeitsstellengegendie Funktion und an Unstetigkeitsstellengegenden
arithmetischen Mittelwert der beiden rechts- und linksseitigen Grenzwerte.

Riemannsches Lemma: Für jede Regelfunktion , gilt:

lim
p ` a a

b - � x �O0 sin p x 0 d x � 0 .

Anschaulich: Wennp gegenUnendlichgeht,wird die PeriodederSinusschwingungimmerkürzer.
Die positive und negative Fläche heben sich beim Integral des Sinus über eine Periode auf. Je kürzer
die Periode,destomehrganzePeriodenpassenin ein beliebigesIntervall, derübrig bleibendeRest
einer Periode wird immer kleiner und geht gegen0. Die Regelfunktion führt zwar zu einer
Amplitudenmodulation, aber ändert sonst nichts.

Definition : Dn � x � : � 1
2 � k Z � n

n

ei k x  heißt Dirichlet-Kern n-ten Grades.

Es gilt: Dn
� x �
� 1

2 �
sin n H 1

2
x

sin
x
2

x � 2 ���
1

2 � � 2 n H 1 � x K 2 ���
;

Dirichletsches Lemma: F��
�

Dn
� t � d t � 1  für alle n;

F��
�

f � t � Dn
� t � d t gehtfür n �   gegendenarithmetischenMittelwert der

links- und rechtsseitigen Grenzwerte von f an der Stelle 0.

Definition : Eine 2 � -periodischekomplexwertigeRegelfunktionheißt stückweise
stetig differenzierbar , wennmandasPeriodenintervallsozerlegenkann,dassesin
denabgeschlossenenTeilintervallenstetigdifferenzierbareFunktionengibt, die mit
der Funktion in den offenen Teilintervallen übereinstimmt.

Die Funktion kann also (an den Teilintervallgrenzen) Sprungstellen haben.

Satz: Die FourierreiheeinerstückweisestetigdifferenzierbarenFunktionkonvergiertin
jedem Intervall, das keine Unstetigkeitsstelle der Funktion beinhaltet, gleichmäßig.

Achtung: An denUnstetigkeitsstellenkonvergiertdie Funktionalsonicht gleichmäßig.Graphisch
erkenntmandort dasGibbs-Phänomen: Der GraphderFourierreihezeigt dort ein Überschwingen
(mit Sn f # f l 0,089 �  unabhängig von n).

Bei einer reellenFunktionsind die Fourierkoeffizientendie Amplitudender Trägerschwingungen,
aus denen sich die Funktion zusammensetzt.
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Der Oberschwingungsanteil bzw. Klirrfaktor ist n b 2

a¢¡
cn

2

¡

n b 1

a ¡
cn

2

¡ ,

also die Koeffizientender Oberschwingungengeteilt durch die der gesamtenSchwingung(n = 1:
Grundschwingung).
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