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Vorwort: DieseMitschrift ist kaumnachbearbeitetunddaherauchstellenweisdiickenhaft- auf
keinenFall ein Ersatz fir z.B. ein gutes Buch. Das liegt vor allem an der Art der
Vorlesung: Herr Professor Friedrich schreibt wenig Text, sondernerklart viel, eher
Entertainerals jemand,der seinSkriptlangweilig abliest. Durch seineFahigkeit,beliebig
komplizierteUberlegungen,in Echtzeit* wahrend einer Erklarung durchzufiihrenund
dendarausresultierendergeistigenHohenfligenkonnteich oft nicht folgen. Die gréi3te
Tafelist ihm zuklein,immerwiederwischter einenBereichund schreibtdort denBeweis
weiter, fur den er am anderenEnde der Tafel keinenPlatz mehr hatte, bis diese ein
komplettesPatchwork aus verschiedenerHerleitungenund Beweisenist — bei seiner
Geschwindigkeit ist es schon schwer, zu folgen, und erst recht, mitzuschreiben.
Abervielleichterkenntmanzumindestlie Ideen,die dahintersteckenund ab und zu eine
andereVorgehensweisals im Buch,Hohere Mathematikl® vonMeyberg/ Vachenauer,
an dem sich die Vorlesung orientiert.
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ay,
Spaltenvektoren S;=| “% | ;

Ay
Zeilenvektor: Z,=(a,,a, ..., ) ;

Matrixmultiplikation : A, ,,"B,x =C; ¢, = D, a, -by=2(A):S;(B);

ij
Matrixgleichung mit n Unbekannten:

a X, +a, X, +...+a,+x,=b
a X, +a, X, +...+a,,+X,=b,
auch darstellbar: A X =D

mxn nxl

homogene Gleichungb =0; AX=0;

Anzahl der frei wahlbarerx; : n — Rang der Matrix

Lineare Abhangigkeit: Z, ist linearabhéngigesexistierteine £k = Z GZ mit 24 Z =0

i+k i

also eine nicht-triviale Linearkombination
Lineare Unabhangigkeit Z ist linear unabhéngig, WenE di Z;=0=gle d=0.

Rang einer Matrix: die maximale Anzahl von linear unabhéngigerZeilenvektoren(kbnnte man
auch Gber Spaltenvektoren definieren)

inhomogene Gleichung: Schreibweise %Ié‘nkj " l6sbar:Rang( A b) = RangA= AX= b:

|A Xspe‘ = b| = Xallg = Xhon + Xspe‘ ;

Transponierte Matrix:A": (A"); =(A); ; (AT)T —A; (Anxn Buxi) =(B7)-(AT) ;

mX| I Xm

quadratische Matrizenn X n: A, . B.xn =C.xn
A(B+C)=AB+AC; A-B#B-A:

Einheitsmatrix A = A-Einheitsmatrix= A; A*- A = Einheitsmatrix= A- A™*;
(A-B)'=B1 AL,

Vektorraume

V={Vl;Vi+V,; ceR:c(V,+V,)=c-V,+CV,;
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Linearkombination:C, V; + C, V,, +... + C, V, =V ;
{Linearkombinationerﬁ\'/’1 \7}1)} = lineare Hiille (V; ... V)

Unterraum:U <V ; U ist selbst ein Vektorraum;

linear unabhangig:V; ... V, sind linear unabhangigwenneskeinenichttriviale Linearkombination

gibt, die O ergibt: > ¢, V. =0= ¢, =0 V|

Dimension: die maximale Anzahl linear unabhangiger Vektoren
V={f(x): R->R]}

Basis: {\71 A } © linear unabhangig,und V VeV : V=Y ¢ V (jeder Vektor aus dem
Vektorraumlasstsichlinearkombinieren)jedeMengevon n linearunabhéngigeiWektorenist eine
Basis

Basiswechsel

n-dimensionaler Vektorraum V: Bastg , Vi , ... , V,
V=V V,+V, Vo +...+V, V=V, V,+V," V,+...+V,' V;

1
- -

V=V=0=(v,=Vv," ) Vi +...+(V, =V, ') V;

n:»
Basis Wy , W, , ... , W,,;
n
V=, r; W, ; jedenBasisvektorkann man als Linearkombinatiorvon Vektoreneiner anderen
ji=1
Basis schreiben

n n n n n
v=_Zvi Vi= 2V, (Z r W].)=Z<Zvi rij)Wj=wlw1+wzwz+...+wnwn;
I

=1

1. Elementarmatrizen

Elementarmatrizersind quadratischeMatrizen, mit denensich durch Multiplikation elementare
Zeilen- bzw. Spaltenumformungen durchfihren lassen.

Zl
Ansn=| 1 |, Z=(a1, &, &)

-

Zm
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1. Elementarmatrizen

Seite5/23

1lfallsn,=n,
Ofalls n, #n,

Kroneckersymbol:0n, n, = {

Elementare Zeilenumformungen (EZU)

1. Z & Z
5., falls (k,l) = "
e_) © i i
E,=E, =0
E, =E, =1

= (i)
(E'A)k,l e ;Ek,q‘AqJ

-

2. Z=>AZ: A#0

10 - 0O
O -~ 0 0O
E=|0 0O A 0 O
0O 0 0 -0
00 -~ 01
3. Z=>Z+A-z

o
o :
oNe)

(E'A)k,l = Z Ek,q'Aq,I =z Ak,l = Ai,l +A Aj,l

Elementare Spaltenumformungen (ESU)
Obige Matrizen sind invertierbar !

3

X

=}

l
OO0 O0OO0OR
OO0 O :
oo o:
O OPR

1
0
Spaltenvertauschen muss man zulassen !
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Elementare Spaltenumformungen (ESU) Seite6/23

al,l a1,2
azil i _ am 1 .
m 1
. al 1
am,l am,z

Zeilenrang = maximal Anzahl linear unabhangiger Zeilen.
EZU + Spaltenvertauschen andern die Losbarkeit des LGS nicht.

Vektorraum: {X : A X =0} ist nach Definition der Kern von A
Dim Kern(A) = n—Rg A

n-r verschiedene n-Tupel als einzige linearunabhangige Losungen des LGS

1 X X X
: X X X
r X X X
r+1 1 0 0
r+2 |0 1 0
n 0 0 1

Weitergehende elementare Spaltenumformungen verandern das Gleichungssystem !!!
Bei der Multiplikation einer Matrix mit einer invertierbaren Matrix verandert sich ihr Rang nicht.

A:PAQ = PQ-Form der Matrix

Spaltenrang = Zeilenrang
[19.05.2000]
A

mXn

Elementarmatrizen, EZU:
1) Z-Z; A—» A =EA
2) 7o’

3) Z=Z+«-Z

Ebenso bei ESU (elementare Spaltenumformungény: A = A- E

nXxn

Einheitsmatrizen: quadratisch, invertierbar,
HLGS (homogenes lineares Gleichungssysteéxy =0 ; n — ZeilenrangA = dim (Kern A)

Spaltenrang= maximale Anzahl linear unabhéngigerSpalten; Spaltenrang= Zeilenrang;
Kern A={X: AX=0};

rs: linear unabhéngige Spalten

Wenn man einenVektor findet, der sich nicht als LK der anderen.u. Vektorendarstellenlasst,

http://www.skriptweb.de



Elementare Spaltenumformungen (ESU) Seite7/23

erhoht sich die Dimension

HLGS: X, +§ +...+ X § +...+X, 5 =0;

[...] wir wissen jetzt dasglim (Kern A)=n—r,>n—r,
XeKern A;

[.]

A, Kern A={X: AX=0}

Satz 1 Bei einer Matrix ist Zeilenrang Spaltenrang r
dim (Kern A)=n-—r

Kern: Die Menge aller Vektoren, die das HLGS I6sen (sie bilden einen Vektorraum).

Satz 2: ExistiereninvertierbareMatrizen Py, Qo xn: P AQ=

was immer das auch heil3en mag

Satz 3 Quadratische MatrizenRang A =n < A invertierbar

2. Determinanten

2% 2: (aﬂ aﬂ) - A
aZl a22

Rg<2:a,ay—-a;,a,=0

def
a,a,—a,a, =detA<>0

a;; ap by, blz) =<1 O)
Ay Ay by, by, 01

all bll + a12 b21

1)
)
)
)
)a,—(3)ay,:
) &y
)
)

4) ay b, +ay, by, =

1 (ay 85— @y, ay) by =ay,
4 —(2)a,: (agayp—2a,a,)b,=ay,
2) 8, —(4) a,: (ay 8, —a,ay) b,=-a;,
3)ay; - ( ) Ay (a11 Ay — Ay aZl) b21 —ay

http://www.skriptweb.de



2. Determinanten Seite8/23

_ 1 a —a
B=A'l= 22 12
det A (—321 a; )

Probe:(a“ alz),( ay _a12)=detA(1 O)
a, Ay —ay a4y 01

A: quadratische Matrix: & n
n=1 detA=a;
n .
n>2: detA=) (-1)""a,detA,
i=1
A, (n—1)X(n—i) Matrix = A ohne 1. Zeile, i-te Spalte
[.]
a;; 3, a3
A=la, a, ay
a3 43 Aag
det A= a;; ( Ay, Qg3 — Ay a-32) —a (3-21 Qg3 — Ay a31) + a3 ( a,; 83, — Ay, a31) =
= Qg Ay Agz — Qg Ay3 83y — 81 Ayp Agg + a;; 83 Ay + A3 85 83, — Q138 Ay

Vorstellung: Matrix als Schachbretthier: 3x3-Schachbrett)immer 3 Tirme auf das Schachbrett
stellen, dass keiner den anderen schlagen kann entspricht jedem Determinanten-Summanden

3! Mdglichkeiten, 3 Zeilenindices auf 3 Zeilen zu verteilen

P (i) : Permutation der Spaltenindices

Permutationen

3x3-Matrix;: 3! =6 PermutationenDeterminanteist Summevon 1 bis 6 des Produkts der
Spaltenelemente von 1 bis 3

JedePermutatiorkannmanzerlegenin eine Anzahlvon Folgen,bei denennur jeweils 2 Elemente
vertauscht sind (und sogar bei denen nur jeweils 2 benachbarte Elemente vertauscht sind); Beispiel:
1,2,3,4,5

Die Reihenfolgeder Vertauschungeimst also egal und nicht eindeutig.Aber ob man eine gerade
oder ungeradeAnzahl an Vertauschungerbraucht,ist eindeutig. Man sagt also: Der Grad der
Permutation ist gerade/ungeradewenn die Anzahl der no6tigen Vertauschungeneine
gerade/ungerade Zahl ist.

http://www.skriptweb.de



Permutationen Seite9/23

+1 fir gerade Permutationen
—1 furungerade Permutationen

Definition: (—1)° ={

Bei der Determinanteist es eine geradePermutationdann mussein Plus vor den Summanden,
ansonsterin Minus (Spaltennummer!Beispiel: a,; a,; a;, hatals Spaltennummert-3-2, dafir
braucht man eine Vertauschung, um dies aus 1-2-3 zu erzeugen; eins ist ungerade, also ein Minus.

n

det A= > (—1) " a, det A, : Entwicklung nach der ersten Zeile

i=1

det A=Y (—1)'"" a, det A, : Entwicklung nach der ersten Spalte
i=1
Man kann auch nach anderen Zeilen oder Spalten entwickeln:
det A=) (-1)"' a; det A, ;
ji=1
Eigenschaften von det A
1. det A istin jeder Zeile und jeder Spalteear.
Z Z, Z

D.h. det| z 5| =det| 3 |+det| §

Z Z, Z,

n

Z

.o '_‘N;

det O‘.Z =« -det z

—_ —

Z Z,

n

ebenso fur Matrizen mit Spaltenvektoren:
det(s,,...,«S,...,S)=o«adet(s,...,S,..., S,)

2. Antisymmetrie (bei Zeilen- und Spaltenvertauschung)
( Z Z
Z Z,
det| : |=—det| : |:
Z Z
Z Z

n n

Ebenso bei Spaltenvertauschungen: das Vorzeichen dreht sich um! Siehe oben, Permutationen.
3. Eine Zeile oder Spalte=0 = det=0
4. Zwei Zeilen oder zwei Spalten sind gleich det=0
5. det A" =det A

http://www.skriptweb.de



Eigenschaften von det A Seite10/23

[02.06.2000]

det A= Z (-1)* a, det A = Z(_l)iil a, detA; = Z (-1 a; detA; =
n j=1 =1 n ]?]1

=2 (-1)Ta;detA = (-1 [Tar,=2(-1" [Tae
i=1 P =1 P )=

EZU:
1) Vertauschungdet A - —det A
2) Multiplikation mit x #0 — det A=«x-det A

3) Z — Z + - Z; Determinante bleibt unverandert

Z Z Z
Beweis: | Z +a-Z,|=| Z | T x| Z,|;
Z, Z, Z,

der zweite Summand hat zweimal den Zeilenvekiorund hat daher als Determinante 0.
Ebenso bei ESU.

Satz 4 A invertierbar < det A= 0; det(AB)=(det A)-(detB) ;

10 -0
Beweis P AQ = ? ! O :
000 O

P und Q sind invertierbar; die Anzahl der ler ist der Rang von A;
Ist also A invertierbar,ist sein Ranggleich n, und die Determinanteder dann entstandenen
Einheitsmatrix ist 1; ansonsten ist die Determinante O.

Beweis Elementarmatrix zur Vertauschung von zwei Zeilen:

1 0
01 0
1 0
0010

0 00O01
(also hier sind gegenuber der Einheitsmatrix zwei Zeilen vertausetdpt E = —1 ;
WennmandieseElemantarmatrixmit einerbeliebigenMatrix multipliziert, werdenzwei Zeilen
vertauscht, also ist die Determinante des Matrixprodukts (-1) mal der urspr. Determinante.
det(E-B)=detB-detE;
AngenommenA ist invertierbar,dannist A ein endlichesProduktvon ElementarmatrizerNun
kann man die Elementarmatrix-Faktoren zusammenfassen, s.o.
Sei A nicht invertierbar, dann ist seine Determinante O ...

m
Il
o OO

Folgerungen

http://www.skriptweb.de



Eigenschaften von det A
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— det(AB)=det(BA); det(A HdetA

— det(—A)=(—1)"det A; (ausprobieren mit Einheitsmatrix mal (-1), also alle Diagonalelemente

-1)

— det(A*) =(det A) fur keIN; wenn A’: = Einheitsmatrix, dann gilt das auch dafir.

Kéastchenregel: A =(B C) mit Teilmatrizen: B » D, C

nxn 0 D n,Xn, n,xn, n;xn,’
= det A=(dei B)-(det D);
[09.06.2000]
Cramersche Regel AX=Db, x=A"'b; A=(5.5.....5);
i-te Komponente vonx : x :det(sl 0§10 S Sh)

" det A

Beweis bj=a,, X, +... + a,, X, ;

et(§,...,87,,b,87,,....,5)=det| §, ..., ijs;,...,s;)=

=1

x; det S 1,8 ,S,1,...,8,)=x detA;
- X det(s. , )

Explizite Formel fir A™: A* = de%A (bij) , b= (=1)' ' det A

A'=(¢,....,¢); AA'=(AG,AG,, ..., AC,)=Einheitsmatrix= (¢ , ...

D

Il
=

i. Zeile;

AE—E (a _det(§,%5,...,87,,8,5%,,...,§)
'(‘)J'_detA '

&

Ergebnis: in der Spalte j ist tberall 0, aul3er das Element in der Zeile i: dieses ist 1.

Das Kreuzprodukt

. a, a, a,b,—a,b, .
X b= a,|*<|a,|=|a,b—anhb, =—(b><a)=
a, a, a,b,—a, b,

http://www.skriptweb.de
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i
i

z

<

z ’

T o o
<
o 9 o

=€ (a,b,—a,b)—-€ (ab,—a,b)+¢€ (a b —a, b)=det :i
b, b, b,
Merkregel:immer x-y-z durchzéhlenin der x-Spaltekommendie Komponentery und z, in dery
Spalte die Komponenten z und X usw.
|3 x b|=13|-|o|-sin 9 ;
Die Richtung ist senkrecht zu der aus den beiden Vektoren gebildeten Ebene. Merkregel: Wenn man

eineSchraubevzom erstenVektor auf demkurzestenNeg auf denzweitenVektor dreht,dannzeigt
das Kreuzprodukt in die Richtung, in die sich die Schraube dreht (,rein“ oder ,raus®).

€ xX€ =€, € x€ =&, €x€ =¢€; (ebenfalls zyklisch x-y-z durchlaufen!)

Das Skalarprodukt

db=ab+a,b,+a, b,=13]-|0|-cos 9 ;

al=vVa-a=va,+a+a’;
Wasist ein Skalar?Eine Grol3e die sich nicht andert wenndasKoordinatensystersich andert(ein

Vektor &ndert sich dabei sehr wohl).

FureinenMathematiketist ein Vektor etwas,wasdie Vektor-Axiomeerfullt; fir einenPhysikerist
eher wichtig, wie er sich verhélt in verschiedenen Koordinatensystemen.

(axb) =[aF- b - (a-b) = &P [bf -(1 - co 9) = [&F-[b -sin® 9 ;
Das Parallelepipedzw. Parallelflachbzw. Spat,dasvon drei Vektorenaufgespannivird, hat das
Volumen:

v=[a,b,¢el=la-(bxe);

Grund: Die Grundflache(das Paralellogramnmaus b und € ) hat als Flache o x &

, die Hohe

betragt 55X5 (also die Komponentevon &, die in Richtungdes Kreuzproduktsder anderen
beiden zeigt.
. a, a, a,
a-(bx¢)=a,(b,c,~b,c)—a, (b c,—b,c)+a,(b, c,—b, c)=det| b, b, b,|;
¢ ¢ C

Die FlacheeinesDreiecksist % Grundlinie- Hohe, dasVolumeneinespyramidenartigeiKorpers

% Grundflache Hohe;

Entsprechendegilt fir hoherdimensional®R&aume:wennmanz.B. im siebendimensionaleRaum
bei einemsechsdimensional@dbjekt einenPunktaul3erhallmit allen ,Ecken” verbindet,entsteht
eine siebendimensionale/erallgemeinerungeiner Pyramide, dort gilt entsprechendfir das

Lvolumen®: %Grundﬂachethe (,Grundflache* nicht als Flache, sondern als etwas

sechsdimensionales zu verstehen).

http://www.skriptweb.de
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Volumen eines Tetraeders: Grundflache ist ein halbes Paralellogramm

11 1

[16.06.2000]

3. Lineare Abbildungen

Abbildung = map
Menge = set

A, B beliebige Mengen
f Abbildung
f: A— B mapping ffromAintob

A: domain (Definitionsmenge)
B: image, co-domain (Bild)

pe€ A pisanelement of the set A
Die Teilmenge{(a, f (a)),a€ Al Ax B nennt man defraph von f.

f:A-B, g: A-B;
Esgilt: f=g,wennf (a)=g(a) ¥V aeA

Negation: f #g,wenn3 a: f (a)# f (g)

Venn-Diagramme(MengenA undB, Pfeilevon ElementerderMengeA zu ElementerderMenge
B)

Was ist eine Abbildung?
— jedes Element der Definitionsmenge wird abgebildet

— ein Elementder Definitionsmengewird auf genauein Elementder Bildmengeabgebildethicht
auf mehrere

— es konnen durchausmehrere Elemente der Definitionsmengeauf das selbe Element der
Bildmenge abgebildet werden

Korper = field

[,Wow, die Braut hat einen geilen field“]

Lineare Abbildungen:

Vektorraum-Homomorphismus = Vector Space Homomorphism
Es muss gelten (Kérperaxiome):

1. Vektoraddition: f (v)+f (w)=f (v+w) v,weV

2. Skalarmultiplikation: k f (v)=f (kv) veV,keR

Der MVV-Plan z.B. ist keine lineare Abbildung, weil Streckenund Winkel nicht im richtigen
Verhaltnis abgebildet werden; ein Stadtplan dagegen schon.

X— AX xeR";Aist nXxn-Matrix;
A(x+y)=Ax+Ay; A(kx)=k Ax;

http://www.skriptweb.de



3. Lineare Abbildungen Seitel4/23

Nullabbildung:
0(V):=0; 0(w+Vv)=0=0+0=0(w)+0(v); O(xu)=0=a0=0cx0(u)

identische Abbildungtd : v — v
Id(av+bw)=av+bw=ald(v)+bld (w);

p: R -R; p (X) =X ;
p(u+v)=p (u+v,,...,u,+v,)=p (u)+ p (v); ebenso Skalarmultiplikation
t.,(v)»v+a a#0 istkeine lineare Abbildung, weilt, (0) =0+a#0

Differenzialoperator:D : V -V

d du dv )
ﬁ(u+v)—ﬁ+ﬂ,alsoD(u+v)—D u+Dv;
d du :
ﬂ(ku)—kﬁ,alsoD(ku)—kDu,

b
Integral: f —>f f(x)dx

b b

fu+v)=[(u(t)v(t)dt=[u(t)dt+[v(t)dt="f(u)+f(v)

ebenso Skalarmultiplikation
Verkniipfung: f : vow,g:u—-v; fog:u—-w; fog(u)=f(g(u));
Volumen:
3-Spat = parallelepiped
V =|det(f (b)), f(b,), ..., f(b,))|=|det(F b, Fb,,...,F b,)|=
=|detF (b, b,,.... b,)|=|detF det(b,, b,, ..., b,)|=detF||det(b,, b, ..., b,)

- ldetF|=1
[23.06.2000]

Eine Abbildung ist linear, wenn:
f (X1+X2) =f (Xl) + f (Xz) ;
flax)=af (x);

f:VoW; VeV of (V)=WeW,;

f(V+ad)=T (%) +a
zB. f(V)=0; f(V)=V V VeV;
Nicht linear: f (V) =V + 3!

- -

f(0)=0;

V ist n-dimensional= es existiert eine Basi{, , ..., a,; V=V, a +... +V, &,;

http://www.skriptweb.de
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3. Lineare Abbildungen Seitel5/23

Satz6: V endlichdimensionaln-dimensional)= jedelineareAbbildungvonV in sich
lasst sich als Multiplikation der Komponentenn-tupel mit einer n X n-Matrix
darstellen.

Beweis Sei alsod, , ..., &, Basisvon V. f (&)=b,= Y. F, &, f(d)=b=> F,d;
=1

[

-

a

=}

i-te Zeile von F: Komponenten vorh (a);

=F"| : |, Fhatin der j-ten Spalte Komponenten vdn( a;).

. [V (Vl
Umkehrung:f B R E . | , Ffest (F ist eine Matrix);
A e v,
Vl ul Vl l"Il
F +oal : =F +aF :
e Vn nx1 un nx1 Vn un
R 0O --- 0
Beispiet f (V)=0 WV Vv: F= ;
0O --- 0
_ 1 -0
Beispiet f (V)=v WV v: F=|: 1 ] Einheitsmatrix;
0o - 1
0O - 0
Beispiet Projektion auf KomponenteiF =| : 1 : ] (i-te Zeile)
0O - 0

V= {f R =R, o -oft differenzierba]r Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen

Dieser Vektorraumist sehr grof3, aber nicht unendlich grof3, weil man nicht jede Funktion als
unendlich oft differenzierbare Funktion darstellen kann.

= df
d.f—>dx,
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3. Lineare Abbildungen Seitel6/23

+1

| :VoR; f— [ f(x)dx

—

K:f(x)= [ K(x,x)f(x)dx;
f(v)=[f(f),veVv]cw;
Der Bildraum kann naturlich keine grc‘jBere Dimension als der Urbildraum haben.

V endlichdimensional:d, , ..., &,; b =f ( <b1 e 6:1> lineare Hiille

; F:(Vi)_’F(Vi);

dim (? (V)) =RangF, ., ;
Skalarprodukt (und Metrik)
R":3-b=a,b,+a,b,+...+a, b,;

Eigenschaften

-~ 3-4>0(3-3=0<3=0), 3 =Va-a;Normoder Langed (3, b)=|3d —D| ;

—_ -

— Kommutativ: a-b=b-3a

— Linear: & (b, + « 5)= b,+a-d-b,; = |ad|=|«d ;

Skalarprodukt allgemeinfV X V) - R ; (V,, V,) = V, -V, ; obige Eigenschaften gelten.
Beweisder CSU:

- -’2 - - -
0<(a-pb)-(a- 3B):a.a_zﬁ(5.5)+32.5.5:5,5_2(a|;‘k2’) (arF) =|§2—(;T
b b I
&b
(Es gilt: p=2 \b|2 mit b= 0, andernfalls trivial)

Daraus folgt: |3-b| < |3]-[b| ;
Beweisder Dreiecksungleichung:
a+b =3-a+b-b+2-ab<|af+[bf +28 bl =(a +p)";

Q)
(@n”

-

=:cos(a, )(we|I dieser Terme[—1, 1]).

Definition:

(ox]

Y

Daraus kann man noch den Winkel definieren:

-

Definition: < (&, 5) arccosﬁ‘b|
a
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Skalarprodukt (und Metrik) Seitel7/23

Definition: d und b sindorthogonal & 3-b=0.

Bemerkung: Dasgilt unabhangigvonder Dimension Wenndaserflillt ist, nenntmanVektoren
orthogonal in jeder Dimension.

Definition: & und b sindorthonormal & &-b=0 A |3 =1,b=1.

Definition: Die Basis 4, , ... , &, heiltorthogonal bzw. orthonormal, wenndie &
paarweise diese Eigenschaft haben.

Orthonormale Basis &, , ..., a,;
n n n n
i=3ua w-Tuaivas(Lva)(Lwa)-Tuw(a.q)
i=1 i=1 i=1 j=1 i, ]
Schmidtsche Orthonormalisierung
. & . L .- - b
bl=‘?_.1|, b,=4 (& b)b; b2=‘b—71;
:(blz bl):<b1'52)_<52 1):0’ .
- - - g - d - bl
b'm+l=am+1_(am+l 1) bl_ (am+1'bm) bm; bm+l=“’.m+1 :
m+1

[30.06.2000]
Orthogonalitat
f orthogonal:  (3)-f (b)=3b;

Eine Menge von paarweise orthogonalen Vektoren ist linear unabhangig.

Satz7: f seilineareAbbildung V —V, und F die zugehdrigeAbbildungsmatrixin
Bezug auf Orthonormalbasis, dann gilt:

f orthogonale FT F =F F' =1 Einheitsmatrix

Bewelis
n n
= V=2 va, W= wa;
i=1 i=1
Wl
VW=ZV|ZWja--aI=ZVI wWo=(vy, ., V)]
i=1 ji=1 =4, i=1
Ul Wn
- - Wl
F(V)-f(W)=(v,,....v,)FTFF| : |
w,

[.]

Mikrosétzchen: F ist orthogonale Matrix> |detF|=1.
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. R B A | -1 (1 -1 T_(1 0
Umgekehrt gilt das nichtM (0 1), M (0 1), M (1 1).

Beispielefur orthogonale Abbildungen:
[Grafik]
Drehungen in der Ebene:
F=(X)=x(1)+y(9).
y 0 1)
nach Drehung um den Winkep :
T (F)=x(Co5®) 4 x —sing\ _ [(xcosp —ysing)_[cosp —sing) (x)
sin @ cos@ X Sin @ + y cose singp cose y]’
det F =co< ¢ + sin” ¢ =1 ; also eine orthogonale Matrix.

Zerlegung:T =1, + 8 ;

- X -y 0
f(F)=cosp | y|+sine| x |+[0];
0 0 z

[..]

Fr=r;+90,p0=r—(r-d)d; g =axg; r;=(r-a)a;
f(T)=(cosp)g+(singp)g +ry=(7-8)(1—cosp)a+(cosp) T +(sing)aAxXT =
a’x+a,a, y+a a,z X
=(1— 3 —
(1-cosp)|a, a x+al y+a,a,z|=F|y
a,a,x+a,a, y+a.z z
mit
2 . .
cos@ +(1—cose) a; (1-cosp)a,a,—(sinp)a, (1—cosyp)a, a,+(sir
_ . 2 .
F=1(1-cosp)a,a +(sing)a, cosp +(1—cose) a, (1-cosp)a, a,—(sit
(1-cosp)a,a,—(sinp)a, (L—cosp)a,a,+(sine)a, cosp +(1—coso)
f.§:7;

v (3 (V)

Alle orthogonalen Abbildungen eines n-dimensionalen Vektorraums verknipft durch
Hintereinanderausfiihrung: O(@ithogonale Gruppe

Einespezielle orthogonale Gruppast eine orthogonale Gruppe mitet=1: SO(n).

z.B. SO(2): alle2 x 2 -Matrizen F' =F*, detF =1;

F = apy Qp - Fl= 8 Ay - FT = ap;; 8\ .
Ay Qp —ax» a4y a;; 8y
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daraus folgt:a,, = a;; und a,,=—a,,

F=(E‘ _ab>’ a’+ b?>=1, dann existiertp : a=cosp ,b=sing:

also ist SO(2) die Gruppe der Drehungen Ri, sie ist kommutativ.

SO(3): Gruppe der Drehungen iiR® . Nicht kommutativ.
[14.07.2000]

Basiswechsel
(&,,...,a)—(b,,...,b)

Alle neuen Basisvektoren kann man durch die alten Basisvektoren kombinieren:
n

b =2 S, a (Sisteine Abbildungsmatrix)
j=1

JedenVektor beziglichder neuenBasiskannmanals Linearkombinatiorder neuenBasisvektoren
schreiben:

Weil man die neuen Basisvektoren ebenfalls kombinieren kann (aus den alten), ergibt sich:

n n n n
V=V, .S, d =, V'S |a.
i=1 =1 i=1| j=1 )
VJ
Mit Abbildungsmatrizen:
Vl - Vll VI]_ T -1 1
: =S [ : |,undumgekehrt:| : |= (s [ :];
1 1 M
v, V', V', 5 v,
Wl Vl WI 1 VI 1 VI 1 Vl Wl WI 1
rs ' o~ T
- f —_ s . = . . . = . . . = . . . = . .
V—o>W- : F . ] . F . ] . S . ] . S . ]
w \Y; w' V' V' \Y; w w'

Definition: F,, F, heiBendhnlich, wenn eine invertierbare Matrix B existiert mit:
F,=B™F,B.

4. Eigenvektoren und Eigenwerte
f : lineare AbbildungV — V.

Definition: V heiRtEigenvektor (EV) (engl. eigenvectorder linearenAbbildung T ,
wenn:
V=0 und es existiert eine Zahke R : (V)= V.
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« heil3tEigenwert (EWT) (engl. eigenvalue)

Beispiele
- (V)
- TV

0:alle V (Eigenwerte sind 0)

v :alle Vv (Eigenwerte sind 1)

X

- V={f: R->R, o -oft differenzierba} : f= D x o e f(e)=a-e" istalsoein

Eigenvektor mit dem Eigenwerd

Satzchen V; ... V,, sindEigenvektorerzumselbenEigenwert o , dannist esauchjede
Linearkombination.

-

f2=F(f(V)=aV.

Satz 8 Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhangig.

Anschaulich: Die Abbildung entspricht einer Streckung. Haben Eigenvektorenverschiedene
Eigenwertedannwerdensie verschiedergestrecktkonnendahernicht parallelsein (dannwirden
sie gleich gestreckt) und missen deshalb linear unabhangig sein.

Angenommendie Eigenvektorersind linearabhangigmankanndenNullvektor nichttrivial linear
kombinieren, d.h.c, V; +... + ¢, V, =0 (1);

f(0)=c, &V, +...+ ¢, &, V, =0 davon jeweilsa, - (1) abziehen:

¢, (oy— o)V, +... +C, (o, — oty) V, = 0 ; das Gleiche (die zweite GI. abziehen):

(o, — o) (0, — o) Vy+... + ¢ (o, — ) (&, — &t,) ¥, = 0 ; und so weiter... ergibt am Ende:
¢ (o, —o)-...-(a, — ,_,) V, =0, daraus folgt:c, =0 .

Analog dazu kann man zeigen, dass alle anderen c auch 0 sein mussen.

Definition: A n X n-Matrix, X€ R"; X heiRtEigenvektorvon A, wenn:
%X # 0, und es existiertx € R mit AX =« X.
o« heil3tEigenwert der Matrix A.

dim V =n; angenommenes gibt n linear unabhangigeeV, dannkann man darauseine Basis
machen.

Die Abbildung dieser Basisvektoren sieht dann so aus:
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0 0
». = 1 ; F j =| «; | ; dann gilt fir das k-te Element dieses Prodults; = 0, - «; ;
0 0
«x, O 0
. . e x, 0].
dann ist die AbbildungsmatrixF = . ;
0O O o

Berechnung der Eigenwerte einer Matrix

AX=AX e (A—AE)X=0; diesesGleichungssysterhat genaudann eine nichttriviale
Losung, wenndet(A—A E)=0.

[21.07.2000]
Eigenvektoren zu verschiedenen EWten sind linear unabhangig.

im IR": wenn es n linear unabhangige EV von A gibt, dann gibt es

x, 0 O
B:B*AB=|0o - 0]:
0 0 «,
detA=]]w;
i=1
- . - - 1.1
AV=aV > f(A)V=Ff(x)V; A V="V,

AX=aX=aEX; (A—aE)X=0;
det(A—ax E)=0;
Basiswechseldet(C™* AC —«x E)=det[C ' (A—« E)C]=det(A—x E);

Definition: Wenn « einek-facheNullstelle descharakteristischeRolynomsist, dann
heil3t kalgebraische Vielfachheitdes Eigenwertesx .
(?) Wenn zu einemgegebenertigenwert « k Eigenvektorergibt, dannheil3tk
geometrische Vielfachheit A (X, + ¢ X,) =« (X; + ¢ X,)

Satz 10 A (reelle) symmetrischen X n -Matrix:
(a) A hat n linear unabhangige Eigenvektoren (mit reellen Eigenwerten).
(b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
(c) Es existiert eine orthogonale Matr® : O™* A O diagonal.
(d) geometrische Vielfachheitalgebraische Vielfachheit
(e) Es gibt eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren.

[...][Beweis des Satzes]
[28.07.2000]
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Berechnung der Eigenwerte einer Matrix

Seite22/23
Anwendung:
elektrostatisches Potenzial, Ladungsverteilung
1
1 277 r’\2
P ( Z 4 |I’|>>‘I" _'1_'= 1 :1 1-— 2'+_'2 :
Ameg [F-Fl F=fl —2rn+r T T
3 1 3 > .
(1+x) “~1 §x+§x +... | (aus Bronstein)

- = 2 - =>\2
rri 1r| 3 (r r|) 1 l -> - l = =>\2 2 .2
r<1+ = _§7+§4 T +...)=—+—3(r i)+—(3(r r) —r r)

eingesetzt ein Potenziaf? = Z ai Gesamtladung,OI = Z q; 1 Dipolmoment

q| 1 1 —>-> 2 .2
P ( — rer:
4_”_60in 41T60 3 qu Zq[ | ( |)]
1 Q0 1 1,.-
- Qy L7
Ame, r 4dme, r3( )
+8 1 5[XZTXX+y2Tyy+zzTZZ+XyTXy+yxTyX+szyZ+zyTZy+szZX+sz
Tey T’

Txxzzqi <2Xi2_ yiz_zi), Tyyzzqi (2 yiz_ziz_xiz), Tzzzzqi (2 Ziz_xiz_ y|2)

Txy= Z d; 3 Xi Y :Tyx USW.

XX Txy Xz X
= Iyx IW -_::yz Z ; T: Quadrupoltensor; TQuadrupolmoment
zZX zy 7z

Jede orthogonale Transformationim R® lasst sich darstellenals Drehungenund
hdchstens eine Spiegelung.

In einem geeigneten Koordinatensystem gilt:

tw O O

-1 _~_

B'TB=T=(0 t, 0
0 0 t

Y74

Die Spur einer Matrix ist gegentuiber orthogonalen Transformationen invariant.
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