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Vorwort: DieseMitschrift ist kaumnachbearbeitet,unddaherauchstellenweiselückenhaft– auf
keinen Fall ein Ersatz für z.B. ein gutes Buch. Das liegt vor allem an der Art der
Vorlesung: Herr Professor Friedrich schreibt wenig Text, sondern erklärt viel, eher
Entertainerals jemand,der seinSkript langweiligabliest.Durch seineFähigkeit,beliebig
komplizierteÜberlegungen„in Echtzeit“ währendeiner Erklärung durchzuführen,und
dendarausresultierendengeistigenHöhenflügen,konnteich oft nicht folgen.Die größte
Tafel ist ihm zuklein, immerwiederwischter einenBereichundschreibtdort denBeweis
weiter, für den er am anderenEnde der Tafel keinenPlatz mehr hatte, bis diese ein
komplettesPatchwork aus verschiedenenHerleitungenund Beweisenist – bei seiner
Geschwindigkeit ist es schon schwer, zu folgen, und erst recht, mitzuschreiben.
Abervielleichterkenntmanzumindestdie Ideen,die dahinterstecken,und ab und zu eine
andereVorgehensweiseals im Buch„Höhere Mathematik1“ vonMeyberg / Vachenauer,
an dem sich die Vorlesung orientiert.

Wiederholung

Matrizen

A �
a11 a12

� a1n

a21 a22
� a2n� � � �

am1 am2 � amn

;
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; ;

Spaltenvektoren: 
�

S j 	
a1j

a2j

amj

;

Zeilenvektor: 
�
Zi � ai1 , ai2 , 
 , a � ;

Matrixmultiplikation : Am � n � Bn � l � C ; cij �
k � 1

n

aik � bkj � Zi

�
A ��� S j � B � ;

Matrixgleichung  mit n Unbekannten:
a11 x1 � a12 x2 � �"! a1n # xn $ b1%

am1 x1 & am2 x2 ')(+* amn , xn - bn

;

auch darstellbar: A
m . n

/
x

n 0 l 1
2
b ;

homogene Gleichung: 3b 4 0 ; A 5x 6 0 ;

Anzahl der frei wählbaren xi : n 7 Rang der Matrix

Lineare Abhängigkeit: 8Zi ist linearabhängig:esexistierteine Zk 9
i : k

ci ; Zi mit
i

di Zi < 0

also eine nicht-triviale Linearkombination

Lineare Unabhängigkeit: =Zi ist linear unabhängig, wenn 
i

di Zi > 0 ? alle di @ 0 .

Rang einer Matrix: die maximaleAnzahl von linear unabhängigenZeilenvektoren(könnte man
auch über Spaltenvektoren definieren)

inhomogene Gleichung: Schreibweise als A b
m A B n C 1 D ; lösbar:Rang E A b F G Rang A H A Ix J Kb ;L

A Mxspez N Ob PRQTSxallg UWVxhom XTYxspez;

Transponierte Matrix: AT : AT
ij Z [ A\ ji ; AT T ]

A ; Am ^ n _ Bm ` l
m a l

T b
BT c AT

l d m
;

quadratische Matrizen: n e n : An f n g Bn h n i Cn j n

A k B l C m n A B o A C ; A � B p B q A :

Einheitsmatrixr A s A t Einheitsmatrixu A ; Av 1 w A x Einheitsmatrixy A z A{ 1 ;|
A } B ~�� 1 �

B� 1 � A� 1 ;

Vektorräume

V � � 5v � ; �v1 ���v2 ; c ��� : c ���v1 ���v2 � > c ���v1 � c ���v2 ;
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Linearkombination: c1 �v1 � c2 �v2 �)�"  cn ¡vn ¢T£v ;

Linearkombinationen ¤v1 ¥ ¦vn = lineare Hülle §v1 ¨ ©vn

Unterraum: U ª V ; U ist selbst ein Vektorraum;

linear unabhängig: «v1 ¬ ­vn sind linear unabhängig,wenneskeinenichttriviale Linearkombination

gibt, die 0 ergibt: 
i

n

ci ®vi ¯ 0 ° ci ± 0 ² i

Dimension: die maximale Anzahl linear unabhängiger Vektoren

V ³ ´ f µ x ¶ : ·¹¸»º ¼
Basis: ½v1 , ¾v2 ¿ : linear unabhängig,und À Áv Â V : Ãv Ä ci Åvi (jeder Vektor aus dem
Vektorraumlässtsichlinearkombinieren);jedeMengevon n linearunabhängigenVektorenist eine
Basis

Basiswechsel

n-dimensionaler Vektorraum V: Basis Æv1 , Çv2 , È , ÉvnÊ
v Ë v1 Ìv1 # v2 Ív2 Î Ï ' vn Ðvn Ñ v1 ' Òv1 Ó v2 ' Ôv2 Õ)Ö+× vn '

2
vn ;

3v Ø 5v 6 0 Ù v1 Ú v1 ' Ûv1 Ü)Ý+� vn Þ vn ' ßvn ;

Basis �w1 , àw2 , á , �wn ;

â
vi ã

j ä 1

n

r j åw j ; jeden Basisvektorkann man als Linearkombinationvon Vektoreneiner anderen

Basis schreiben

Iv J
i æ 1

n

vi çvi è
i é 1

n

vi
j ê 1

n

r ij ëw j ì
j í 1

n

i î 1

n

vi r ij ïw j ð w1 ñw1 ò w2

�
w2 ó ôöõ wn ÷wn ;

wi ø
i ù 1

n

vi r ij ;

w1 ú wn û v1 ¿ vn R mit R � r ij ;

ü
wi �

j 0 1

n

sij v j ; ýv þ
i ÿ 1

n

wi �wi s
i � 1

n

wi
j � 1

n

sij

�
v j y

j � 1

n

i � 1

n

wi sij

�
v j ;

w
1 0 n 1 v

1
�

n

� R ;

1. Elementarmatrizen
Elementarmatrizensind quadratischeMatrizen, mit denensich durch Multiplikation elementare
Zeilen- bzw. Spaltenumformungen durchführen lassen. 

Am 	 n



�
z1�

zm

, Ûzi � �
ai 1 , ai n , � , ai n
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Kroneckersymbol: � n1, n2 � 1 falls n1 � n2

0 falls n1 � n2

Elementare Zeilenumformungen (EZU)

1. �zi � �
z j

E �
�

k,l falls � k,l ��� i,i j,j
i,j j,i

Ei,i � E j,j � 0
Ei,j � E j,i  1

!
E " A # k,l Uk $&% i,j '

q

Ek,q ( Aq,l

2. )zi *,+.-zi ; /10 0

E 2
1 0 3 0 0
0 4 0 0 0
0 0 5 0 0
0 0 0 6 0
0 0 7 0 1

3. 8zi 9 :zi ;=<?> z j

E @
1 0 A 0 0
0 B 0 0 0
0 0 1 0 C
0 0 0 D 0
0 0 E 0 1

F
E G A H k,l I

q J 1

m

Ek,q K Aq,l Lk M i
Ak,l Nk O i

Ai,l P=Q A j, l

Elementare Spaltenumformungen (ESU)

Obige Matrizen sind invertierbar !

...

Am R n SEZU

1 T U V W
0 1 X Y Z
0 0 0 1 [
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

Spaltenvertauschen muss man zulassen !
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a1,1 a1,2 \
a2,1]
am,1 am,2 ^

_
zm ` a m 1

a1 1 a z1

Zeilenrang = maximal Anzahl linear unabhängiger Zeilen.

EZU + Spaltenvertauschen ändern die Lösbarkeit des LGS nicht.

Vektorraum: bdcx : A �x < 0e ist nach Definition der Kern von A

Dim Kern(A) = n f Rg A

n-r verschiedene n-Tupel als einzige linearunabhängige Lösungen des LGS

1g
r

r h 1
r i 2j

n

x
x
x
1
0k
0

x
x
x
0
1l
0

m
x
x
x
0
0n
1

Weitergehende elementare Spaltenumformungen verändern das Gleichungssystem !!!

Bei der Multiplikation einer Matrix mit einer invertierbaren Matrix verändert sich ihr Rang nicht.

A:PAQ o PQ-Form der Matrix

Spaltenrang = Zeilenrang

[19.05.2000]

Am p n

Elementarmatrizen, EZU:

1) qzi rtszi ; A u A' v EA

2) wzi xzy|{zi

3) }zi ~��zi �������z j

Ebenso bei ESU (elementare Spaltenumformungen): A � A' 2 A � E
n � n

Einheitsmatrizen: quadratisch, invertierbar, 

HLGS (homogenes lineares Gleichungssystem) A �x � 0 ; n � ZeilenrangA
b

dim � Kern A �
Spaltenrang= maximale Anzahl linear unabhängigerSpalten; Spaltenrang= Zeilenrang;
Kern A � ���x : A �x � 0� ;

r s : linear unabhängige Spalten

Wenn man einenVektor findet, der sich nicht als LK der anderenl.u. Vektorendarstellenlässt,
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erhöht sich die Dimension

HLGS: x1 ���s1 ����� xr s �sr s  1¡ o xn ¢sn I 0 ;

[...] wir wissen jetzt dass dim £ Kern A ¤ s n ¥ r z ¦ n § r s

ẍ © Kern ªA ;

[...]

Am R n Kern A « ¬�­x : A ®x ¯ 0°
Satz 1: Bei einer Matrix ist Zeilenrang = Spaltenrang = r

dim ± Kern A ² ³ n ´ r

Kern: Die Menge aller Vektoren, die das HLGS lösen (sie bilden einen Vektorraum).

Satz 2: ExistiereninvertierbareMatrizen Pm µ m , Qn ¶ n : P A Q 6
1 ·

q
0

0 0

was immer das auch heißen mag

Satz 3: Quadratische Matrizen: Rang A ¸ n ¹  A invertierbar

2. Determinanten

2 º 2:
a11 a12

a21 a22
> A

Rg » 2 : a11 a22 ¼ a12 a21 ½ 0

a11 a22 ¾ a12 a21 ¿def
det A <> 0

a11 a12

a21 a22

b11 b12

b21 b22 À
1 0
0 1Á

1 Â a11 b11 Ã a12 b21 Ä 1Å
2 Æ a11 b12 Ç a12 b22 È 0É
3 Ê a21 b11 Ë a22 b21 Ì 0Í
4 Î a21 b12 Ï a22 b22 Ð 1Ñ
1 Ò a22 ÓÕÔ 3 Ö a12 : × a11 a22 Ø a12 a21 Ù b11 Ú a22Û
4 Ü a11 ÝßÞ 2 à a21 : á a11 a22 â a12 a21 ã b22 ä a11å
2 æ a22 ç1è 4 é a12 : ê a11 a22 ë a12 a21 ì b12 íïî a12ð
3 ñ a11 òßó 1 ô a21 : õ a11 a22 ö a12 a21 ÷ b21 øïù a21

http://www.skriptweb.de
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B ú Aû 1 ü 1
det A

a22 ý a12þ a21 a11

Probe: 
a11 a12

a21 a22 ÿ
a22 � a12� a21 a11

� det A 1 0
0 1

A: quadratische Matrix: n x n

n � 1: det A � a11

n
�

2: det A �
i � 1

n �
	
1 � i � 1 a1i det A1i

A1i 
 n � 1 ����� n � i � Matrix � A ohne 1. Zeile, i-te Spalte

[...]

A � a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

det A � a11 � a22 a33 � a23 a32 ��� a12 � a21 a33 � a23 a31  �! a13 " a21 a32 # a22 a31 $�%& a11 a22 a33 ' a11 a23 a32 ( a12 a21 a33 ) a12 a23 a31 * a13 a21 a32 + a13 a22 a31

Vorstellung:Matrix als Schachbrett(hier: 3x3-Schachbrett);immer 3 Türme auf dasSchachbrett
stellen, dass keiner den anderen schlagen kann entspricht jedem Determinanten-Summanden

3! Möglichkeiten, 3 Zeilenindices auf 3 Zeilen zu verteilen

det A ,
P

-/.
1 0 P

i 1 1

n

ai P 2 i 3 ;

P Þ i à : Permutation der Spaltenindices

Permutationen

3x3-Matrix: 3 ! 4 6 Permutationen,Determinanteist Summe von 1 bis 6 des Produkts der
Spaltenelemente von 1 bis 3

JedePermutationkannmanzerlegenin eineAnzahl von Folgen,bei denennur jeweils2 Elemente
vertauscht sind (und sogar bei denen nur jeweils 2 benachbarte Elemente vertauscht sind); Beispiel:
1, 2, 3, 4, 5
2, 1, 3, 4, 5
2, 1, 4, 3, 5
2, 1, 4, 5, 3 usw.

Die Reihenfolgeder Vertauschungenist also egal und nicht eindeutig.Aber ob man eine gerade
oder ungeradeAnzahl an Vertauschungenbraucht, ist eindeutig.Man sagt also: Der Grad der
Permutation ist gerade/ungerade,wenn die Anzahl der nötigen Vertauschungen eine
gerade/ungerade Zahl ist.

http://www.skriptweb.de
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Definition : 5
6 1 7 P 8 9 1 für gerade Permutationen: 1 für ungerade Permutationen

Bei der Determinante:ist es eine geradePermutation,dannmussein Plus vor den Summanden,
ansonstenein Minus (Spaltennummer!).Beispiel: a11 a23 a32 hatalsSpaltennummern1-3-2,dafür
braucht man eine Vertauschung, um dies aus 1-2-3 zu erzeugen; eins ist ungerade, also ein Minus.

det A ;
i < 1

n =
>
1 ? i @ 1 a1i det A1i : Entwicklung nach der ersten Zeile

det A A
i B 1

n C
D
1 E i F 1 ai1 det Ai1 : Entwicklung nach der ersten Spalte

Man kann auch nach anderen Zeilen oder Spalten entwickeln:

det A ø
j G 1

n H
I
1 J i K j aij det Aij ;

Eigenschaften von det A

1. det A  ist in jeder Zeile und jeder Spalte linear.

D.h. det

L
z1MN

a OQPbRS
zn

� det

T
z1UV
aW
X
zn

Y
det

Z
z1[\
b]
ẑn

det

_
z1`acbzide
zn

�gfih det

j
z1kl
zimn
zn

;

ebenso für Matrizen mit Spaltenvektoren:
det o�ps1 , q , rtssi , u , vsn w�xzy det {�|s1 , } , ~si , � , �sn �

2. Antisymmetrie (bei Zeilen- und Spaltenvertauschung)

det

�
z1��
zi��
z j��
zn

� : det

�
z1��
z j��
zi��
zn

;

Ebenso bei Spaltenvertauschungen: das Vorzeichen dreht sich um! Siehe oben, Permutationen.

3. Eine Zeile oder Spalte � 0 � det � 0

4. Zwei Zeilen oder zwei Spalten sind gleich � det � 0

5. det AT ø det A

http://www.skriptweb.de
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[02.06.2000]

det A �
j � 1

n �
�
1 � j � 1 a1j det A1j �

i � 1

n �
�
1   i ¡ 1 ai1 det Ai1 ¢

j £ 1

n ¤
¥
1 ¦ i § j aij det Aij ¨

©
i ª 1

n «
¬
1 ­ i ® j aij det Aij ¯

P

°
±
1 ² P

i ³ 1

n

ai P ´ i µ·¶
P
�/� 1 � P

j ¸ 1

n

aP ¹ j º j ;

EZU:

1) Vertauschung: det A » ¼ det A

2) Multiplikation mit ½¿¾ 0  À det A ÁQÂÄÃ det A

3) vzi ÅÇÆzi ÈQÉiÊÌËz j  Determinante bleibt unverändert

Beweis: 

Í
z1ÎÏ

zi ÐQÑiÒ �z j��
zn

8
Ó
z1ÔÕ
ziÖ×
zn

ØQÙiÚ
Û
z1ÜÝ
z jÞß
zn

;

der zweite Summand hat zweimal den Zeilenvektor àz j  und hat daher als Determinante 0.

Ebenso bei ESU.

Satz 4: A invertierbar á det A â 0 ; det
H

A B ã ä å det A æ ç è det B é ;

Beweis: P A Q ê
1 0 ë 0
0 1 ì 0í î ï
0 0 0 0

;

P und Q sind invertierbar; die Anzahl der 1er ist der Rang von A;
Ist also A invertierbar,ist sein Rang gleich n, und die Determinanteder dann entstandenen
Einheitsmatrix ist 1; ansonsten ist die Determinante 0.

Beweis: Elementarmatrix zur Vertauschung von zwei Zeilen:

E �
1 0
0 0 1 0
0 1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

(also hier sind gegenüber der Einheitsmatrix zwei Zeilen vertauscht) ð det E © ñ 1 ;
WennmandieseElemantarmatrixmit einerbeliebigenMatrix multipliziert, werdenzwei Zeilen
vertauscht, also ist die Determinante des Matrixprodukts (-1) mal der urspr. Determinante.
det ò E ó B ô õ det B ö det E ;

Angenommen,A ist invertierbar,dannist A ein endlichesProduktvon Elementarmatrizen.Nun
kann man die Elementarmatrix-Faktoren zusammenfassen, s.o.
Sei A nicht invertierbar, dann ist seine Determinante 0 ...

Folgerungen:

http://www.skriptweb.de
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÷ det ø AB � ù det � BA ² ; det ú A1 ûýüÿþ Aa � �
i � 1

a

det Ai ;

� det � � A � � � � 1 � n det A ; (ausprobieren mit Einheitsmatrix mal (-1), also alle Diagonalelemente
-1)	 det o Ak $ % 
 det A � k  für k ��
 ; wenn A0 : � Einheitsmatrix, dann gilt das auch dafür.

� Kästchenregel: A
n � n � B C

0 D
 mit Teilmatrizen: B

n1 � n1

, D
n2 � n2

, C
n1 � n2

;� det A � � det B � Ò á det D � ;

[09.06.2000]

Cramersche Regel: A
�
x ä �b , �x � A� 1

Õ
b ; A � �

s1 , �s2 , � ,  sn ;

i-te Komponente von 
Û
x : xi ! det "s1 , # , $si % 1 , &b , 'si ( 1 , ) , *sn

det A
;

Beweis: bi + an1 x1 ,.-0/ ann xn ;

 det Ps1 , 1 ,
S

si 2 1 , 3b , 4si 5 1 , 6 ,
V
sn ¨ det 7s1 , 8 ,

j 9 1

n

x j

\
sj , : , ŝn ù

;
j < 1

n

xi det =s1 , > , ?si @ 1 , Asj , Bsi C 1 , D , Esn F xi det A ;

Explizite Formel für AG 1 : AH 1 I 1
det A

bij , bij
&.J ( 1 K j L i det A ji ;

AM 1 N Oc1 , P , Qcn ; A AR 1 SUT A Vc1 , A Wc2 , X , A Ycn Z\[ Einheitsmatrix] ê1 , _ , èn ;

×
ei a

0b
0
1
0�
0

i. Zeile ;

A cci dfeei ; 
ß
ci j ø det 's1 , gs2 , ) , *sj K 1 , hei ,

L
sj i 1 , j , ksn

det A
;

Ergebnis: in der Spalte j ist überall 0, außer das Element in der Zeile i: dieses ist 1.

Das Kreuzprodukt

l
a monb � ax

a y

az

p ax

a y

az

¨ ay bz
ñ az by

az bx q ax bz

ax by r a y bx

õts ub � _a v
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wyxex z ay bz { az by |~}��ey � ax bz � az bx �~���ez � ax by ¼ ay bx �~� det

�
ex sey �ez

ax ay az

bx by bz

;

Merkregel:immer x-y-z durchzählen;in der x-Spaltekommendie Komponenteny und z, in der y
Spalte die Komponenten z und x usw.�
Æa � �b ���o� Ía ��� � �b ��� sin � ;

Die Richtung ist senkrecht zu der aus den beiden Vektoren gebildeten Ebene. Merkregel: Wenn man
eineSchraubevom erstenVektor auf demkürzestenWegauf denzweitenVektor dreht,dannzeigt
das Kreuzprodukt in die Richtung, in die sich die Schraube dreht („rein“ oder „raus“).�
ex ���ey �y�ez , �ey �� ez ¡y¢ex , £ez ¤y¥ex ¦ cey ; (ebenfalls zyklisch x-y-z durchlaufen!)

Das Skalarprodukt§
a ¨ ©b ª ax bx « ay by ¬ az bz ­o®°ā ±�² ³ b́ µ·¶ cos ¸ ;¹ º
a »�¼ ½a ¾À¿a Á ax

2 Â ay
2 Ã az

2 ;

Wasist ein Skalar?EineGröße,die sichnicht ändert,wenndasKoordinatensystemsichändert(ein
Vektor ändert sich dabei sehr wohl).

Für einenMathematikerist ein Vektor etwas,wasdie Vektor-Axiomeerfüllt; für einenPhysikerist
eher wichtig, wie er sich verhält in verschiedenen Koordinatensystemen.Ä

a ÅÇÆb 2 ÈÇÉ Ê
a Ë 2 ÌÎÍ Ïb Ð 2 Ñ Ò

a ÓÕÔb 2 ÖØ× Ù
a Ú 2 ÛÕÜ Ýb Þ 2 ßáà 1 â cos2 ãåä~æoç°èa é 2 êÎë ìb í 2 î sin2 ï ;

DasParallelepipedbzw. Parallelflachbzw. Spat,dasvon drei Vektorenaufgespanntwird, hat das
Volumen:
V ð ñ ò óa , ôb , õc ö ÷ ø ù úa û ü ýb þ ÿc � � ;

Grund: Die Grundfläche(dasParalellogrammaus �b und �c ) hat als Fläche � �b � �c � , die Höhe
beträgt 	�
a �b 
��c � (also die Komponentevon �a , die in Richtung des Kreuzproduktsder anderen
beiden zeigt.

�
a �����b ���c ��� ax � by cz � bz cy  � ay ! bx cz " bz cx #%$ az & bx cy ' by cx (%) det

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

;

Die FlächeeinesDreiecksist
1
2

Grundlinie * Höhe, dasVolumeneinespyramidenartigenKörpers

1
3

Grundfläche+ Höhe; 

Entsprechendesgilt für höherdimensionaleRäume:wennmanz.B. im siebendimensionalenRaum
bei einemsechsdimensionalesObjekt einenPunktaußerhalbmit allen „Ecken“ verbindet,entsteht
eine siebendimensionaleVerallgemeinerungeiner Pyramide, dort gilt entsprechendfür das

„Volumen“:
1
7

Grundfläche, Höhe („Grundfläche“ nicht als Fläche, sondern als etwas

sechsdimensionales zu verstehen).
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Volumen eines Tetraeders: Grundfläche ist ein halbes Paralellogramm

V - 1
3

1
2

V 
 Spat.�/ 1
6

V 0 Spat1 .

[16.06.2000]

3. Lineare Abbildungen
Abbildung = map
Menge = set

A, B beliebige Mengen

f Abbildung

f : A 2 B  mapping f from A into b

A: domain (Definitionsmenge)
B: image, co-domain (Bild)

p 3 A  p is an element of the set A

Die Teilmenge 465 a , f 7 a 8:9 , a ; A<  A = B  nennt man den Graph von f.

f : A > B , g : A ? B ;
Es gilt: f @ g , wenn f A a B C g D a E F a G A

Negation: f H g , wenn I a : f J a K L f M g N
Venn-Diagramme(MengenA undB, Pfeilevon ElementenderMengeA zu ElementenderMenge
B)

Was ist eine Abbildung?O jedes Element der Definitionsmenge wird abgebildetP ein Elementder Definitionsmengewird auf genauein Elementder Bildmengeabgebildet,nicht
auf mehrereQ es können durchausmehrere Elemente der Definitionsmengeauf das selbe Element der
Bildmenge abgebildet werden

Körper = field

[„Wow, die Braut hat einen geilen field“]

Lineare Abbildungen:

Vektorraum-Homomorphismus = Vector Space Homomorphism

Es muss gelten (Körperaxiome):

1. Vektoraddition: f R v S T f U w V W f X v Y w Z v , w [ V

2. Skalarmultiplikation: k f \ v ]%^ f _ k v ` v a V , k bdc
Der MVV-Plan z.B. ist keine lineare Abbildung, weil Streckenund Winkel nicht im richtigen
Verhältnis abgebildet werden; ein Stadtplan dagegen schon.e
x f A gx x hji n ; A ist n k n -Matrix;
A l x m y n o A x p A y ; A q k x r s k A x ;
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Nullabbildung:
0 t V u : v 0 ; 0 w w x v y z 0 { 0 | 0 } 0 ~ w � � 0 � v � ; 0 ��� u �%� 0 ��� 0 ��� 0 � u �

identische Abbildung:Id : v � v
Id � a v � b w � � a v � b w � a Id � v � � b Id � w � ;

pi : � n ��� ; pi �� x ¡%¢ xi ;
pi £ u ¤ v ¥%¦ pi § u1 ¨ v1 , © , un ª vn «%¬ pi ­ u ®%¯ pi ° v ± ; ebenso Skalarmultiplikation

ta ² v ³µ´ v ¶ a a · 0  ist keine lineare Abbildung, weil: ta ¸ 0 ¹%º 0 » a ¼ 0

Differenzialoperator: D : V ½ V
d
d t

\ u ¾ v ¿%À d u
d t Á d v

d t
, also D Â u Ã v Ä Å D u Æ D v ;

d
d t Ç k u È%É k

d u
d t

, also D Ê k u Ë Ì k D u ;

Integral: f Í
a

b

f Î x Ï d x

f Ð u Ñ v Ò%Ó
a

b w u Ô t y v Õ t ÖØ× d t }
a

b

u Ù t Ú d t Û
a

b

v Ü t Ý d t Þ f ß u à�á f â v ã
ebenso Skalarmultiplikation

Verknüpfung: f : v ä w , g : u å v ; f æ g : u ç w ; f è g é u .%/ f ê g � u � ë ;

Volumen:

3-Spat = parallelepiped

V s ì ídet f î b1 9 , f ï b2 ð , ñ , f ò bn ó ôöõ ÷det F b1 , F b2 , ø , F bn ùûúü ýdet F b1 , b2 , þ , bn ÿ�� �det F det b1 , b2 , � , bn �����det F 	 
det b1 , b2 , � , bn ��
��det F
; � �

det F � � 1

[23.06.2000]

Eine Abbildung ist linear, wenn:
f Ç x1 � x2 ��� f l x1 ��� f � x2 � ;
f q�� x �� �! f " x # ;

f : V $ W ; %v & V ' (f ) *v � + ,w - W ;.
f /10v1 2�354v2 6�7 8f 91:v1 ; ��<>= ?f 0A@v2 � ;

z.B. Bf � Cv D E F0 ; Gf H Iv J K Lv M Nv O V ;

Nicht linear: Pf Q Rv S ú Tv U Va !W
f M X0 Y Z [0 ;

V ist n-dimensional \  es existiert eine Basis ]a1 , ^ , _an ; `v a v1 ba1 cedgf vn han ;
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Satz6: V endlichdimensional(n-dimensional) i jedelineareAbbildungvon V in sich
lässt sich als Multiplikation der Komponentenn-tupel mit einer n j n -Matrix
darstellen.

Beweis: Sei also ka1 , l , man  Basis von V. nf oqpa1 ���srb1 t
j u 1

n

F 1j va j , wf xAyai z|{~}bi �
j � 1

n

F ij �a j ;�
v � V : �v � v1

º
a1 ���g� vn �an ;

 �f ���v ���
i � 1

n

vi 8f 9��ai ;��
i 0 1

n

vi
j � 1

n

F ij �a j �
j � 1

n

i � 1

n

vi F ij Fa j �
j � 1

n

w j �a j ;

w j K
i � 1

n

vi F ij ;  � wi ��� Q vi  ¢¡ F ij £ ; 

i-te Zeile von F: Komponenten von ¤f ¥�¦ai § ;

w1

ẅn

Z F T
v1©
vn

, FT hat in der j-ten Spalte Komponenten von ªf « à j ¬ .

Vgl. f ­ x ® ¯ m ° x ;

Umkehrung: ±f :
v1²
vn

³ F
n ´ n

v1µ
vn

, F fest (F ist eine Matrix);

F
n ¶ n

v1·
vn n ¸ 1

p�¹ u1º
un n » 1

� F
v1¼
vn

½�¾
F

u1¿
un

;

Beispiel: Àf � Áv Â Ã Ä0 Å Æv : F � 0 Ç 0È É
0 Ê 0

;

Beispiel: Ëf Ì Ív Î Ï Ðv Ñ Òv : F Ó 1 Ô 0Õ
1 Ö

0 × 1
 Einheitsmatrix;

Beispiel: Projektion auf Komponente i: F Ø 0 Ù 0Ú
1 Û

0 Ü 0
 (i-te Zeile)

V � Ý f : Þàßâá , ã -oft differenzierbarä  Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen

Dieser Vektorraumist sehr groß, aber nicht unendlichgroß, weil man nicht jede Funktion als
unendlich oft differenzierbare Funktion darstellen kann.å
d : f æ d f

d x
;
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I : V çâè ; f é ê
1

ë
1

f ì x í d x ;

î
K : f ï x Zñð ò óô õ K ö x , x' ÷ f ø x' ù d x' ;

nf o V ú�û rf üþýf ÿ , vv � V � W ;
Der Bildraum kann natürlich keine größere Dimension als der Urbildraum haben.

V endlichdimensional: 
�
a1 , � ,

�
an ;  

�
bi � �f � �ai 	 , 
f ~ V ��� Áb1 , 
 , �bn  lineare Hülle

dim Æf � V � � RangF n � n ; �f : � vi ��� F � vi � ;

Skalarprodukt (und Metrik)�
n : �a � �b � a1 b1 � a2 b2 �! #" an bn ;

Eigenschaften:$ %a & 'a ( 0 ( )a * +a , 0 - .a / 00 ), 1 2a 3 4
å
a 5 6a ; Norm oder Länge: d 7 8a , 9b : ; < =a > ?b @ ;A Kommutativ: Ba C Db ^ ±b E Fa ;G Linear: Ha

e
b1 IKJ pb2 L ra M ýb1 NPORQTSa U Vb2 ; W X Y[Za \T] ^ _ ` a ba c ;

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (CSU): d ea f gb h i j ka l m n ob p ;
Dreiecksungleichung (D-U): q ra s tb u v w xa y z { |b } ;

Skalarprodukt allgemein: ~ V � V ����� ; ���va , �v2 �����v1 ���v2 ; obige Eigenschaften gelten.

Beweis der CSU:

0 � �a ���[�b � �a ���[�b ���a  T¡a ¢ 2 £¥¤ ±a ¦¨§b ÷�©�ª 2 «­¬b ®°b̄ ±³²a ´ ýa µ 2 ¶a ·°b̧ 2¹ º
b » 2 ¼

½
a ¾­¿b 2À Á

b Â 2 ÃÅÄ Æa Ç 2 È ÆaÉ Ê
b

;

 (Es gilt: ËÍÌ Îa Ï ËbÐ Íb Ñ 2  mit Òb Ó 0 , andernfalls trivial)

Daraus folgt: Ô Òa Õ Öb × Ø Ù Úa Û Ü Ý )b Þ ;

Beweis der Dreiecksungleichung:ß à
a á .b â 2 ã³äa åT�a æPçb 5­èb é 2 êT�a ë­ìb íÅî ïa ð 2 ñÅò ób ô 2 õ 2 öø÷a ùûú üb ýÿþ � ā ����� �b � 2

;

Definition : ¶a · b̧� 	
a 
 � � 
b ��� : cos ���a , �b �  (weil dieser Term � � � 1 , 1� ).

Daraus kann man noch den Winkel definieren:

Definition : �����a , Æb � :  arccos !a " #b$ %
a & ' ( )b * ;
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Definition : +a  und ,b  sind orthogonal -  .a / 0b 1 0 .

Bemerkung: Dasgilt unabhängigvonder Dimension.Wenndaserfüllt ist, nenntmanVektoren
orthogonal in jeder Dimension.

Definition : 2a  und Úb  sind orthonormal  3  4a 5 6b 7 0 8  9 :a ; < 1 , = äb > ? 1 .

Definition : Die Basis @a1 , A , Ban heißtorthogonal bzw. orthonormal , wenn die Cai

paarweise diese Eigenschaft haben.

Orthonormale Basis: Da1 , E , Fan ;G
v H

i I 1

n

vi Jai , �w K
i L 1

n

wi Mai ; Nv O ÷w P
i Q 1

n

vi nai ®
j R 1

n

w j Sa j T
i , j

vi w j Uai , Va j ;

Schmidtsche Orthonormalisierung:	
b1 W

X
a1Y 
a1 Z , [b' 2 \ �a2 ] Àa2 ^ Áb1 _b1 ; Äb2 ` Æb' 2a�b

b' 2 c ;

d eb' 2 f gb1 h ib1 j ,a2 k 0a2 l 2b1 m 0 ;

4b' m n 1 o am p 1 q :am r 1 sb1

ä
b1 tvu � am w 1 x ybm

�bm ; 
G
bm z 1 { ªb' m | 1}�~

b' m � 1 � ;

[30.06.2000]

Orthogonalität

Mf  orthogonal: Nf � ÷a � � üf � nb � � ā � �b ;

Eine Menge von paarweise orthogonalen Vektoren ist linear unabhängig.

Satz 7: Sf sei lineareAbbildung �V � �V , und F die zugehörigeAbbildungsmatrixin
Bezug auf  Orthonormalbasis, dann gilt:�
f  orthogonal �  F T F � F F T � 1 Einheitsmatrix.

Beweis:

�  �v �
i � 1

n

vi �ai , [w \
i � 1

n

wi �ai ;

Àv � Áw �
i � 1

n

vi
j � 1

n

w j �ai � !ai���
ij   i ¡ 1

n

vi ' wi ¢ v1 , £ , vn

w1¤
wn

;

¥
f ¦¨§v ©�ª¬«f ­¯®w °±7v² v1 , ³ , vn ´ F T F F

w1µ
wn

;

[...]

Mikrosätzchen: F ist orthogonale Matrix ¶  ·det F ¸ ¹ 1 .
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Umgekehrt gilt das nicht: M º 1 1
0 1

, M » 1 ¼ 1 ½ 1
0 1

, M T ¾ 1 0
1 1

.

Beispiele für orthogonale Abbildungen:

[Grafik]

Drehungen in der Ebene:¿
r K x

y
¯ x 1

0 À y 0
1

;

nach Drehung um den Winkel Á :Â
f Ã¨Är Å±Æ x cos Ç

sin È É x Ê sin Ë
cos Ì Í x cos ÎÐÏ y sin Ñ

x sin Ò ½ y cos Ó Ô cos Õ Ö sin ×
sin Ø cos Ù x

y
;

det F Ú cos2 ÛÝÜ sin2 Þàß 1 ; also eine orthogonale Matrix.

Zerlegung: ár âäãr åçæ�èé ;

+f ê¨ër ì±í cos î x
y
0

ï
sin ð ñ y

x
0

ò 0
0
z

; 

[...]

Drehung um festen Vektor :a , ó ôa õ ö 1  in ÷ 3  um Winkel ø :ù
r ºûúr üa ý�þÿ , ������r ���
	r �
�a 
��a ; �� * ���a � �� ; Är �a Æ�� �r � �a � �a ;�
f ���r  Í ! cos Î#" 
$�%'& sin (*) �+ * ,.-r /a 0 � �r 1 �a 243 1 5 cos 6#7 %a 8�9 cos :*;=<r >vê sin ? ì ¥a @ §r A
B�C 1 D cos E ° ax

2 x F ax ax y G ax az z

ay ax x H ay
3 y I a y az z

az ax x J az ay y K az
2 z

L F
x
y
z

mit

F º cos M ý�N 1 O cos P#Q ax
2 R 1 S cos T#U ax ay V�W sin X*Y az Z 1 [ cos \ � ax az ]�^ sin� 1 _ cos ` Å a y ax a � sin Ç*b az cos c É d 1 Ê cos Ë*e a y

2 f 1 g cos h#i a y az Ï'j sink
1 l cos Ó#m az ax n�o sin Õ*p ay q 1 r cos Ù#s az a y t'u sin vw2 ax cos xzy'{ 1 | cos } ~�

f , �g ; �f � �g ;�
v � �f �
�g �
�v � �

Alle orthogonalen Abbildungen eines n-dimensionalen Vektorraums verknüpft durch
Hintereinanderausführung: O(n) orthogonale Gruppe.

Eine spezielle orthogonale Gruppe ist eine orthogonale Gruppe mit det � 1 : SO(n).

z.B. SO(2): alle 2 � 2 -Matrizen F T � F � 1 , det F � 1 ;

F � a11 a12

a21 a22

; F � 1 � a22 t a12� a21 a11

; F T º a11 a21

a12 a22

;
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daraus folgt: a22 � a11  und a12
¼ O a21

F � a � b
b a

, a2 � b2 � 1 , dann existiert � : a � cos � , b � sin � ;

also ist SO(2) die Gruppe der Drehungen im   2 , sie ist kommutativ.

SO(3): Gruppe der Drehungen im ¡ 3 . Nicht kommutativ.

[14.07.2000]

Basiswechsel¢¤£
a1 , ¥ ,

Â
an ¦¨§ª© «b1 , ¬ , �bn b

Alle neuen Basisvektoren kann man durch die alten Basisvektoren kombinieren:­
bi ®

j ¯ 1

n

Sij °a j  (S ist eine Abbildungsmatrix)

JedenVektor bezüglichder neuenBasiskannmanals Linearkombinationder neuenBasisvektoren
schreiben:±
v ²

i ³ 1

n

v' i b́i ;

Weil man die neuen Basisvektoren ebenfalls kombinieren kann (aus den alten), ergibt sich:

µ
v ¶

i · 1

n

v' i
j ¸ 1

n

Sij ¹a j º
j » 1

n

j ¼ 1

n

v' i Sij

v j

a j ;

Mit Abbildungsmatrizen:

v1½
vn

¾ ST
v'1¿
v' n

, und umgekehrt: 
v'1À
v' n

¢ STÁ
S

Â 1 v1Ã
vn

;

§v ÄÆÅf «w : 
w1Ç
wn

È F
v1É
vn

; 
w'1µ
w' n

Ê F'
v'1Ë
v' n

; 
v'1Ì
v' n

�ÎÍS v1Ï
vn

; 
w1Ð
wn

� ST
w'1Ñ
w' n

;

Definition : F 1 , F 2  heißen ähnlich, wenn eine invertierbare Matrix B existiert mit:
F 2 Ò BÓ 1 F 1 B .

4. Eigenvektoren und EigenwerteÔ
f :  lineare Abbildung V Õ V .

Definition : Öv heißtEigenvektor (EV) (engl.eigenvector)der linearenAbbildung

£
f ,

wenn:×
v Ø Ù0  und es existiert eine Zahl ÚÜÛ�Ý : Þf ßáàv âäã�åçæéèv .
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ê  heißt Eigenwert (EWT) (engl. eigenvalue)

Beispiele:ë ìf í îv i ï ð0 : alle ñv  (Eigenwerte sind 0)ò óf & ôv ) º õv : alle öv  (Eigenwerte sind 1)

÷ V ø�ù f : úüûþý , ÿ -oft differenzierbar� : �f ¾ d
d x

; x � e� x ; �f � e� x �	��

� e� x ist alsoein

Eigenvektor mit dem Eigenwert �
Sätzchen: �v1 � �vn sindEigenvektorenzumselbenEigenwert � , dannist esauchjede

Linearkombination.�
f 2 A �f C �f ���v ������v

 ��! 2 "v ;

F # x $&%
i ' 1

(
ai xi

; F )+*f ,	-
i . 0

/
ai 021f 3 i ; 

F 465f 7&8�9v :	;
i < 0

=
ai > i

F ? @2A
B
v

;

C  F D èf EGF�Hv I	J F KMLONQPSRv ;

Satz 8: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhängig.

Anschaulich: Die Abbildung entspricht einer Streckung. Haben Eigenvektorenverschiedene
Eigenwerte,dannwerdensie verschiedengestreckt,könnendahernicht parallelsein(dannwürden
sie gleich gestreckt) und müssen deshalb linear unabhängig sein.

Angenommen,die Eigenvektorensind linearabhängig:mankanndenNullvektor nichttrivial linear
kombinieren, d.h. c1 Tv1 UWVYX cn Zvn [ \0  (1);]
f ^ _0 `	a c1 b 1 cv1 dfehg cn i n jvn k l0 ; davon jeweils m 1 � (1)  abziehen:

c1 nMo 2 p�q 1 rtsv2 ufvhw cn x�y n z�{ 1 |t}vn ~ �0 ; das Gleiche (die zweite Gl. abziehen):

c3 ��� 3 � ! 1 �&��� 3 ��� 2 ���v3 ���h� cn ��� n ��� 1 �&�M� n ��� 2 7
Ô
vn � Ö0 ; und so weiter... ergibt am Ende:

cn ��� n ��� 1 �6 ¢¡¤£¢¥�¦ n §�¨ n © 1 ªt«vn ¬ ­0 , daraus folgt: cn ® 0 .
Analog dazu kann man zeigen, dass alle anderen c auch 0 sein müssen.

Definition : A n ¯ n -Matrix, °x ±³² n ; ñx  heißt Eigenvektor von A, wenn:óx ´ ô0 , und es existiert µ·¶¹¸  mit A ºx »�¼ x .½  heißt Eigenwert der Matrix A.

dim V ¾ n ; angenommen,es gibt n linear unabhängigeEV, dann kann man darauseine Basis
machen.

Die Abbildung dieser Basisvektoren sieht dann so aus:
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¿
bi À

0Á
1Â
0

; F Ãbi Ä
0Å
Æ

iÇ
0

; dann gilt für das k-te Element dieses Produkts: F ki ÈÊÉ ki ËÍÌ i ;

dann ist die Abbildungsmatrix: F Î
Ï

1 0 Ð 0
0 Ñ 2 Ò 0Ó Ô Õ Ö
0 0 × Ø n

;

Berechnung der Eigenwerte einer Matrix

A Ùx ÚWÛ�Üx Ý Þ A ßWà E áãâx ä 0 ; diesesGleichungssystemhat genaudann eine nichttriviale
Lösung, wenn det å A æÊç E è	é 0 .

[21.07.2000]

Eigenvektoren zu verschiedenen EWten sind linear unabhängig.

im ê n : wenn es n linear unabhängige EV von A gibt, dann gibt es

B : Bë 1 A B ì
í

1 0 0
0 î 0
0 0 ï n

;

det A ð
i ñ 1

n ò
i ;

A óv ô�õ³öv ÷ f ø A ùãúv û f ü�ýOþãÿv ; A� 1 èv � 1� �
v ;

A
�
x ��� �x 	�
 E

�
x ; 

�
A 
�� E � ºx » �0 ;

det � A ��� E ��� 0 ;
Basiswechsel: det � C � 1 A C ��� E ��� det � C � 1  A !�" E # C $&% det ' A (*) E + ;

Definition : Wenn , einek-facheNullstelle descharakteristischenPolynomsist, dann
heißt k algebraische Vielfachheit des Eigenwertes - .
(?) Wenn zu einemgegebenenEigenwert . k Eigenvektorengibt, dannheißt k
geometrische Vielfachheit: A /10x1 2 c 3x2 4�5�68719x1 : c ;x2 <

Satz 10: A (reelle) symmetrische n = n -Matrix:
(a) A hat n linear unabhängige Eigenvektoren (mit reellen Eigenwerten).
(b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
(c) Es existiert eine orthogonale Matrix O : O> 1 A O  diagonal.
(d) geometrische Vielfachheit = algebraische Vielfachheit
(e) Es gibt eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren.

[...][Beweis des Satzes]

[28.07.2000]

http://www.skriptweb.de



Berechnung der Eigenwerte einer Matrix Seite 22/23

Anwendung:

elektrostatisches Potenzial, Ladungsverteilung

?A@CB
r D&E

i

1
4 FHG 0

qiI J
r KMLr i N ; O Pr QSR TVUr i W :  1X Y

r ZM[r i \^]
1

r 2 _ 2 úr r̀ i a r i
2 b 1

r
1 c 2 dr er i

r 2 f r i
2

r 2

g 1
2

;

h
1 i x jlk 1

2 m 1 n 1
2

x o 3
8

x2 prq  (aus Bronstein)

s 1
r

1 t
u
r vr i

r 2 w 1
2

r i
2

r 2 x 3
8

4 y �r zr i { 2
r 4 |r} ~ 1

r � 1

r 3
 ��r �r i #�� 1

2 r 5 3 '��r �r i + 2 � r 2 r i
2 ...

eingesetzt ein Potenzial: Q �
i

qi  Gesamtladung; 0d �
i

qi �r i  Dipolmoment

�A���
r ��� 1

4 ��� 0 i

qi

r � 1
4 �A� 0

1

r 3 �C�r
i

qi �r i ��� 1

8 �H� 0 r 5
i

qi 3 ���r �r i   2 ¡ 8 r 2 r i
2 ¢

; 1
4 £H¤ 0

Q
r ¥ 1

4 ¦H§ 0

1

r 3 ¨ úr d̀ ©
ª 1

8 «A¬ 0 r 5 x2 Txx ­ y2 T yy f z2 T zz ® x y T xy ¯ y x T yx ° y z T yz ± z y T zy i z x T zx ² x z T³µŕ T T ¶r
o O

1

r 4

T xx ·
i

qi ¸ 2 xi
2 ¹ yi

2 º zi » , T yy ¼
i

qi y 2 yi
2 ½ zi

2 ¾ xi
2 { , T zz ¿

i

qi À 2 zi
2 Á xi

2 Â yi
2 Ã

;

T xy Ä
i

qi 3 xi yi Å T yx  usw.

Æ T xx T xy T xz

T yx T yy T yz

T zx T zy T zzÇ T

x
y
z

; T: Quadrupoltensor; Ti: Quadrupolmoment

Jede orthogonaleTransformationim È 3 lässt sich darstellen als Drehungenund
höchstens eine Spiegelung.

In einem geeigneten Koordinatensystem gilt:

BÉ 1 T B ÊHËT � txx 0 0
0 t yy 0
0 0 t zz

Die Spur einer Matrix ist gegenüber orthogonalen Transformationen invariant.
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