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1. Elemente der Topologie

1.1 Topologie des euklidischen Raumes R"

Im RR" ist die Verallgemeinerung des ,Abstands” die euklidische Norm.

Definition: Fir Vektoren X = (X eeny xn)T € R" ist dieeuklidische Norm:
IZ]: = V2 + 2 +... +x2.
Sie erfllt die Regeln:
1. ||X]| >0 fir x#0
2. HO( 5('” =|o-IX]] ¥V x€eR
3. %+ ¥l <[l +[IX]

Definition: Der Raum R" zusammemit dereuklidischerNorm und demeuklidischen
Abstand zweier Punkté , b e R"
d(d,b):=|a-p|.
der sogenannteguklidischen Metrik, heiRRteuklidischer R".

Definition: Eine offene Kugelmit Mittelpunkt & und Radiusr > 0 ist die Menge
K,(3):={XeR"||x—&|<r} .

Definition: Eine Folge (X, ) € R" heiRtkonvergent, wenn 3d€ R":||x, —a[ -0
fur k - .
Lemma: (x}) € R" konvergiert gegerd € R"
o limx, =a, v=1,...,n
e R ;
Definition: Eine Folge (x}) € R" heiRt beschrankt, wenn alle ihre Gliederin einer
Kugel K, (0) mit gegebenem Radius r liegen.

Definition: Eine Folge()(}) heil3tCauchyfolge wenn fir jedes
£>0 AN K —-X[|<e Vk,I>NeN.

Satz (Bolzano-Weierstraf) Im euklidischenR" gilt:
(i) Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.
(i) Jede Cauchyfolge konvergiert.

Beweis Vollstandige Induktion nach n, Verallgemeinerung des eindimensionalen Raumes.

Definition: Eine Menge U < R" heiBtUmgebungvon a € R", wennsie eine Kugel
K, (a), e >0, mit Mittelpunkt &, enthalt.
K. (@) heiRt e -UmgebungoderKugelumgebungvon & .

Definition: EineMenge U = IR" heif3toffen, wennsie UmgebungeinesjedenPunktes
aeU ist,d.h.wennesV a€U I Kugel K, (a) mit K,(a)cU.

Beispiet
— Die leere Menge ist offen.
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1.1 Topologie des euklidischen Raumes Seite4/50

— Die offene KugelK, (&) ist offen.

— (a,b)cR* a,beR sindoffen.

Beweis Konigsberger

Definition: Eine Menge A cIR" heil3t abgeschlossen wenn ihr Komplement
A®: =R"\ A offen ist.

Beispiet Jede abgeschlossene Kug¢| (B) = { XeR"|||X — BH < r} ist abgeschlossen.

Beweis Ist 2¢ K, (b) = K, (&) mit ¢ < ||E — 5” —r liegt ebenfalls auRerhalb voK, (b) .

S|

Beispiet Die Menge { ne IN} c IR ist weder offen noch abgeschlossen.

Beweis
= Beweis durch Widerspruch:
AcR", derGrenzwertd von (&, )€ A liegein U : =RR"\ A. Dannenthieltedie offene

Menge U als Umgebung voa fast alle &, . WIDERSPRUCH!
< Beweis durch Widerspruch:
Sei A offen,d.h. U : =R"\ A abgeschlosserbanngibt eseinenPunkt a € U derart,dass

(a),n=1,2,...

keine Kugelum & in U liegt. Insbesonderenthaltjede Kugel K% einen

[EEN

Punkt &, mit &,&U. Die Folge (&,) liegt in A und konvergiert ||&,—&||<=. Ihr

Grenzwerta gehort jedoch nicht zu A. WIDERSPRUCH!

N

Definition: X € R" heilRt Haufungspunkt der Menge M < R", wenn in jeder
Umgebung umX unendlich viele Punkte von M liegen.
Die Menge aller Haufungspunktevon M bezeichnen wir mitH (M) .

Beweis Konigsberger
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1.2 Topologische Raume
Mengen mit bestimmten Umgebungsstrukturen

I. Normierte Raume. Metrische Raume.

Definition: Sei K =R oderC . Eine Norm auf einem K-Vektorraum V ist eine
Funktion ||| : V = R, sodass giltV x, yeV AxeK:
(N1) ||0|| =0 und ||x|| >0 fur x#0
(N2) |loc x|l = [ex] [Ix]l
(N3) [[x + vl <[[x[| + ] v

Das Paar(V , ||||) heiRtnormierter Raum, oft schreibt man daftir nur V.

Beispiet

1) K" mitder sogenanntem‘rNorm:
:( > X, |p) (p-Norm).

Die Norm p =2 heiltim Fall K = C oder R euklidische Norm.

2) K" mit Maximumsnorm:
K]l : =max {|x,|, ..., [x,]} (Maximumsnorm)

Bemerkung Man ZeIFt wegen|x,| <||X||., leicht, dass
[1XIl., = lim |[|X]

p—x©

3) Der Raum C [a, b] der stetigenFunktionenauf [a, b] kann mit den Normen versehen

werden:
1

I, : (jlf )7 d x) (LP-Norm)
Ilka, 5 - =sup{|f (x)|x&[a, bl} (Supremumsnorm)
Die L2-Norm spielt in der Quantenmechanik eine wichtige Rolle

4) Vektorraumemit Skalarprodukterhaltendurch ||x|| : = V(x, x) eine Norm. Der euklidische
C" mit dem Skalarprodukt

n
(2,%): =Y 2w,
t=1

(esgilt (Z,w)=(wW, Z)) undderRaum R (T) der T-periodischerRegelfunktionerauf R

mit
.
S
0

N [+

gehdren dazu
( i nx i mx)

Bemerkung Nichtimmerlasstsich eine Norm definieren.Betrachtetmanz.B.die Punkteeiner
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1.2 Topologische Rdume Seite6/50

Kreisflache, gilt mit dem 2-dimensionalen euklidischen Normbegifk | # ||| ||

12 ]|

12111l

Definition (Metrischer Raum): SeiX eineMenge.Eine Metrik auf X ist eineFunktion
d, die je 2 Punktenx, ye X eine reelle Zahld (x , y) zuordnet, so dass gilt:
(M1) d(x,x)=0undd(x,y)>0 fir x#y
(M2) d(x, y)=d(y x)

(M3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,Y)

Das Paar( X , d) heiRtmetrischer Raum, oft schreibt man nur X.
Die Zahl d(x, y)€R heiRtAbstand der Punkte x,y.

Beispiet
1) Die normierten RauméV,|...||) mit d(x, y):=|[x—y]|| sind metrische Raume.

e 1 |lf—gl,
a1 2" 4| f =gl
wobei ||...||, die Supremumsnorm beziiglich des Intervallg a , b) ist.

3) Diskrete Metrik :
Gegeben sei X beliebige, nichtleere Menge.
Diskrete Metrik: d(x,x)=0; d(x,y)=1 x#Yy.

Beweis (M1) ok; (M2); ok (M3) ok.
Sei x=z: d(x,y)<d(x,x)+d(x,y).
Sei x#z=x#y oder y#z.
d(x,y)<d(x,z)+d(z,y).

2) f,g € C(a,b), d(f,g):=

Il. Topologische Rdume

Definition (Topologischer Raum): In einer Menge X sei eine Menge O von
Teilmengenvon X, die man offen nennt, ausgezeichneterart, dass folgende
Axiome gelten:

(O1) Der Durchschnitt je zweier offener Mengen ist offen
(O2) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mangen ist offen
(O3) X und die leere Menge sind offen.
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1.2 Topologische Rdume Seite7/50

Dann heilRen O eine Topologie auf X und das Paar (X , O) topologischer
Raum.
Oft schreibt man nurX statt (X , O) .

Definition (Umgebung in einem topologischen Raum): Eine Teilmenge U eines
topologischerRaumsX heilstUmgebungvonain X, wenneseineoffeneMengeV
mit ae VcU gilt.

Bemerkungen zu Topologien
1) Jeder metrische Raum ist zugleich topologischer Raum.
2) Aufjeder MengeX lasstsich einetopologischeStrukturdadurcherklaren,dassjedem
Punkt x€ X alle x enthaltenden Teilmengen von X als Umgebungen zugeordnet werden.
3) Die ,feinste” Topologie ist die Menge aller Teilmengen.
4) Die ,grobste” Topologieist die diskrete Topologievon X: Die Umgebungereines
Punktesxe X bestehen nur aus der Mende] .

Beispiet X ={0,1,2, 3, 4]
T={({0.(1,2,3,0.(0,1,23,(0,1,2,3.4}

Behauptung X zusammen mit T bilden eine Topologie.
(03) X, Q€T

(01) A,BET — ANBEeT

(0/n(1,2,3] =0

{0,1,2,3]n{1,2,3}eT

(0,1,2,3,4]n[1,2,3}€T

(02) A,BeT= AUBET

(0ju(1,2,3/={0,1,2,3]€T
{1,2,3}u{0,1,2,3}=(0,1,2,3|eT

1.3 Stetige Abbildungen

I. Stetigkeit

Dehnenden Begriff aus von komplexenFunktionenauf einer Menge D cC auf Abbildungen
X =Y, wobei X ,Y topologische Raume sind.

Definition: f: X =Y heil3tstetigim Punkt a€ X, wenneszu jederUmgebungVv von
f (a) eine Umgebung U von a gibt, so dagsU )cV .
Die Abbildung heif3stetig in X, wenn sie in jedem Punkt stetig ist.

http://www.skriptweb.de



1.3 Stetige Abbildungen Seited/50

Fur metrische Raume X,Y gilt folgendes—4 —Kriterium , das in 1-D als Definition diente.

Beweis
«<: SeiV eine beliebigeUmgebungvon b= f (a) undsei K.(b)cV einemit der Metrik
definierte KugelumgebungZu ¢ wahle man 6 gemalder VoraussetzungSetzenwir
U:=K,(a), giltdann f(U )<K,(b)cV . Somit f stetig in a.
= : Sei f stetig. Dann gibt es zu jeder Umgebung K.(b) UmgebungU von a mit
f(U)cK,(b).InU liegteineKugel Ks(a) . Damitgilt aber f (K (a))=K.(b). Also erfullt
6 die Bedingungd(x,a)<é .

Beispiele
1. Jede lineare Abbildung: K"—K™ ist stetig. Dazu kann man beliebige Norm heranziehen.

2. Jede Norm || ||:V—R ist stetig, denn es gilt d(|[x||,]|yll)<e wenn |x—y|<e, da
X[ ylll<l[x—yll mit 6:=¢ ist (*) erfullt.

Beweis Analog zu Kap 7.1 in 1-D.

Es gelten fur beliebige topologische Raume folgende Rechenregeln:

Regell: f=(f,, f,): X=Y,;XY, iststetigina < f;:X-=Y; und f,, X =Y, sindin a
stetig.

Regelll : Sind f,g: X —»K stetigin a€ X, sosindesauch f +g und f-g.Ist g(a)#0, soist
auch f/g stetigin a.

Regel lll: In x 55y %7 seienfinaund ginf (a) stetig. Dannist aucty- f stetig in a.

[l Homdomorphismus

Betrachten wir die Abbildung ¢ —z=€® des Intervalls [0,27) auf die Kreislinie
S':={zeC:|Z=1) . Diese Abbildung ist bijektiv, sie ist auch stetig.

http://www.skriptweb.de
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Aber: Die Umkehrabbildungz mit |zZl=1—¢@ Arg z ist unstetigbei z=x (@=00der2m).
z=|zle -

Definition: Eine bijektive stetige Abbildung f : X — Y, deren Umkehrabbildun
ebenfalls stetig ist, heilllom&omorphismus

2 topologischeRaume X , Y heiRenzueinander homéomorph, wenn es einen

Ein solcherbildet offene Mengenauf offene Mengenab und abgeschlossenauf abgeschlossene.
Homodomorphe Raume haben dieselben topologischen Eigenschaften,auch wenn sie sehr
verschiedene geometrische Formen haben.

Beispiel 1: Die Kugel K, (0)<IR" beziiglicheinerbeliebigenNorm ||| ist homéomorphzum
ganzenR" .
Ein Homb’omorphismusf : K, (0) - R" und seine Umkehrung sind gegeben durch
= X 1o X
f(X):=—_,, f (X)=—_,.
1 —x]] 1+|X]

Bemerkung Im 2D ist
U
[ .2
f=|1- I\J/"_Vz u+v <1,
1—Ju’+V

Beispiel 2 Polarkoordinaten: In der Ebene I&sst sich folgender Homéomorphismus konstruieren:

. _{r cos
P,: R® - R? Rz(r,cp)-=< . q’).
r sin @

Dasist die Abbildung desoffenenStreifens R, X (-, ) auf die langsder negativenx-Achse
geschlitzten Ebene, d.h. al®*\ S, S: ={(t,0)"|t <0}

http://www.skriptweb.de
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A

T

v
U

—TT

Die Umkehrung
g,: R°®\S—> R, X(—m, m)
ist
: X,
9, (X, X,):=|r,sign Xp- Arccos—= | ,

wobei r = x? + X5

lll. Grenzwerte
Wie Stetigkeit kann man auch Begriff des Grenzwerts auf Abbildungen ausdehnen:

Definition ( ¢ - 6 -Kriterium mit Grenzwert): X , Y seienmetrischeRaumeWir sagen,
f:D—-Y mit Dc X hat in einem Haufungspunkt a€ X von D den
Grenzwert beY,wennV e>0 3I6>0:d(f(x),b)<e fur xe D\[a]
mit d(x,a)<6.

IV. Vollstandige metrische Raume und gleichmafige Konvergenz

Definition: Ein metrischeRaum ( X , d) heiBtvollstandig, wennjede Cauchyfolgan
X einen Grenzwert hat.
Dabei heiRt eine Folge (X) in X Cauchy-Folge wenn
Ve>0 IAN(c)elN : d(x,,x)<e Vk,I>=N/e).

Beispiet Jeder endlichdimensionalenormierte Vektorraum ist vollstandig, C [a, b] mit
Supremumsnorm ist vollstandig.

Definition: Sei X ein beliebiger topologischerRaum und Y ein vollstandiger
metrischerRaum. Eine Folge von Abbildungen f, : X =Y heiBt gleichméaRig
konvergent auf X, wenn es
Ve>0 AN (e)eN : d(f, (x),f (x))<e VxeXAVk,I=N/

Satz Die Grenzabbildung f einerauf X gleichmaRigkonvergenternFolge stetiger
Abbildungen f, : X =Y ist stetig.

1.4 Kompakte Raume

Abgeschlosseniatervalleim R" spieleneinebesonderdolle: Satzvon Maximum und Minimum
gilt nur fur kompakte Intervalle (7.5). In 16.25 Heine-Borel-Uberdeckungssatz.

http://www.skriptweb.de



1.4 Kompakte Raume Seite11/50

Definition: Unter einer offenen Uberdeckung einestopologischerRaumesX versteht
man eine Familie{U i}i <, (I =Indexmenge) offener Mengen in X derart, dass jeder

Punkt x € X in mindestens einent ; liegt.

-

Definition: Ein topologischerRaum X heil3t kompakt, wenn ausjeder vorgegebener
offenen Uberdeckung{U i} von X endlichviele U, ,...,U; so ausgewahlt
werden konnen, dass diese bereits X GberdeckersU; UU; U...UU,; .
EineMenge K < X heil3tkompakt, wennsie als Teilraumkompaktist. K besitzt
die Heine-Borel-Eigenschatt.

D.h. die Heine-Borel-Eigenschaft vererbt sich nicht auf Teilmengen.

Definition: Ein topologischerRaum X heil3t folgenkompakt, wenn jede Folge von
Punkten in X eine konvergente Teilfolge besitzt.
Eine Teilmenge K < X heil3t folgenkompakt, wenn sie als Teilraum
folgenkompakt istBolzano-Weierstral3-Eigenschaiy

Definition: Man nennteine Teilmenge M < X, wobei X ein metrischerRaumist,
beschrankt, wenn sie in einer geeigneten Kugil, (b) Platz hat, M =K, (b) .

Satz Fur K < R" sind folgende Aussagen aquivalent:
1. K ist abgeschlossen und beschréankt.
2. K ist kompakt.
3. K ist folgenkompakt.

Beweis Konigsberger
Bemerkung Im Allgemeinen 'abgeschlossen+ kompakt'.

Beispiet Raum C [0, 1] mit der L-Norm:
EinheitskugelK, (0) = { f ||| fll, < 1} dieses Raumes ist nicht kompak.

o 2mix

Zeigen Die Folgevon Funktionen g :[0,1] - C, ¢ (x):=¢€ besitztkeine konvergente
Teilfolge. [|ell=1;
1

e, — &l = fdX(ek—e|>(€k—§|)=\/2—2fdXCOS[ZTFX(k—')]:\/EfUrk;él.

=0

1.5 Zusammenhang

Zwischenwertsat4ur stetige Funktionensetzt als Definitionsbereichein Intervall voraus. Wie
verallgemeinert sich das ,Intervall* auf mehrere Dimensionen?

Definition: Ein topologischerRaum X heil3t zusammenhangend wenn es keine
Zerlegung X =U UV gibt, inder U und V disjunkt, offen und nicht leer sind.
Eine TeilmengeX, © X heitzusammenhangengdwenn sie es als Teilraum ist.

Beispiel 1 Die Hyperbel H z{i € IRZ‘xf — X5 = 1} hangt nicht zusammen:

http://www.skriptweb.de
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¥ 27

. )
| L

= 4

Beide Aste: punktfremd (also disjunkt), nicht leer, H-offen.
Beispiel 2 Ein Intervall | = R ist zusammenhangend.

Beweis Konigsberger
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2. Differenzierbare Funktionen

2.1 Differenzierbarkeit und partielle Differenzierbarkeit

Eine Funktion f einer reellen Veranderlichen ist in a differenzierbar, wenn
1

3 lim F(f (a+h)—f(a)).
h—-0

Gleichwertigdamitist die Existenzeiner (von a abhangigen)inearenAbbildung L : R — C, so
dass

lim i[f (a+h)—f(a)-Lh]
h-o |h|

gilt. DabeiistdannL h=f' (a)-h.

deR",heR",a+heR"

0

|. Der Begriff der Differenzierbarkeit

Definition: f : U — C auf eineroffenenMenge U cR" heilt differenzierbar im
Punkt a € U, wenn es eine lineare Abbildung : R" — C gibt, so dass
(@) lim f (a+h)—»f (a)—Lh _0
Fo [[hl]
Dabeiist esgleichguiltig,welcheNorm verwendetwird, da manzeigenkann,dass
alle Normen aufR" zueinander aquivalent sind.

Oft formuliert man (1) anhanddes durch f (2+h)=f (d)+L h+R(h) erklarten Restes

-

R (h) . Sie lautet dann:
(1" lim Rgh) =0
i-o [l

Lemma: Die Bedingung (1) wird von hochstens einer linearen Abbildung L erfillt.

Beweis Ist L* eine weitere, so gilt fir jeden Vektov mit ||V|]| =1
(L—L")V=lim “;Mw
ti0 [t V|
Die Mengeder Einheitsvektorerspannenden ganzen R" auf, und da vV beliebigwar, und

tve R" R" aufspannt= L =L".

Definition: Die eindeutigbestimmtelineare Abbildung L heif3t das Differenzial oder
totales Differenzial oderLinearisierung derFunktionf im Punkt & undwird mit
df(a) oderdf; bezeichnet.

Sei €,,...,€, die Standardbasis deR" . Wegen der Linearitat vom f (2) gilt fur jeden Vektor
h=(h,,....h,) €R

df(d)h=2 (df(d)€)h,
v=1
(dies ist sozusagen ein Skalarprodukt, das Ergebnis ein Skalar).
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[Iim f<a+h)_f(a)_|‘h=0] cdf:R"S>C.
h

—>

Definition: Die 1-zeilige Matrix f (3):=(df(&d)-€,...,df(d)-€) nennenwir die
Ableitung von fin a.
Der Wert df(3d)-h ergibtsich durch Multiplikation der Matrix f (Z) mit dem
Vektor he R":
df(3a)h=Ff(3)h;
Die Funktion T f(
vonfin a.
Istfreell so stellt

=T f(%:8)

eine Hyperebene inlR™** dar.
Sie heil3tfTangentialhyperebenean den Graphen von f ilﬁé, f (é)) .

X:8):=f(3)+f (3d)(X—3a) heiRtdie lineare Approximation

Satz Wie im Fall n=1 gilt: Eine in @ differenzierbare Funktion ist dort auch stetig.

-

Beweis In f(d+h)=f(d)+Lh+R(h) gilt Lh—0 und R(h)—0 fir h—0.
Beispiele 1
f:R°>R;

f((?))=f<’<§1+ye2)=f(x, ).

Z. B f 2x+y
[Grafik]
Sei
= X%\ ph=f X%\ .
Yo ’ Y=Y ’
Anderungvon f um X, Yo—X, Y bestehtaus 2 getrenntenTeilen, der Anderungin x und der
Anderunginyy.
f(X’ YO>= f (Xo’ yo>+<x_xo)'d f (X07 3/0)'61:9I (X) :

=:g(x) =g (o)
f(xo’ Y>: f (Xo’ yo)+< y— YO)'d f (Xo' yo)'é;:)" ( yo) .
=yl(y) =y (Yo) !

F<X0a yo)=(g'(xo)’yl ( YO)> ,

Konkret: Sei f(x,y)=e>*"Y eC”

(Xo, ¥0)=(0,0);

f(x, yo)="f(x,0)=:g(x )=e g'(x)= 2e2x; g'(0)=2;
f(%o, y)=1(0,y)=ty(y)=¢€"; y'(y)=€"; y'(0)=1;
&Y =142x+1- y+R(o B+ y2) 5 o Landau- -Symb
f(0)=(2,1);
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;)

f(x)=e®"Y=1 +Ff(0)h-.

f(0)

[Grafik ,Qualle“][Grafik Achsen]

Tangentialebene
z="1(Xg, Yo)+9' (Xo)(X—Xo)+y' (Y)(y—VY,) ist die Gleichung einer Ebene. Es ist die
Tangentialebene zur Flache=f(x,y) im R®.

z=ax+by;
Beispiel 2 Sei f( )=X"-B:X , S€li B=(bik) eine symmetrische) xn -Matrix. Es gilt:
f(a+h)=(a+h)-B{(d+h)=f(3)+(a"-B-h+h"-B-3)+nh"-B-h .
=2h"-B-3=Lh -R
a'-B-h=)a bijhl:z a;b;h=> hba=h"B3.
J

Lh:=23"-B-h definiert eine lineare Abbildung un@&(h):=h"-B-h erfiillt die Bedingung
R(h)

h-o ||l

denn p:=max{ [o,|} .

=0

R(R) < p-n?|R][2

Somit ist f in jedem Punkta differenzierbar und es gilt:
df(d)-h=24"-B-h;

f(3)=23"-B;

f(X)=X"-B-X;

aligemein: f (3)=3"-B+B-3;

[I. Darstellung des Differenzials durch Richtungsableitungen

Seifin & differenzierbar. Es soll berechnet werddri (3)-h, heR".
f(d+th)=f(3)+df(3)th+R(th) = t+0 und h=0.
at(api-HEAN=TE)_ROUR), 5
ti[h]]
tten aus (1'):
Tim w=o] :
n-o [Nl
Daraus folgt: .
() df (@)fiziim AN,
t—-0
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Definition: Sei f:U —C eine (nicht notwendigdifferenzierbare)Funktion in einer
UmgebungU cR" von d€R". Dannverstehtmanunterder Ableitung von f in
a in Richtung des Vektors heR" im Existenzfall den Grenzwert
5. A= e = E
h t—-0 t

Definition: Die Ableitungenin den Richtungen €,,...,€, der StandardbasiieiRen
partielle Ableitungen von f undf heiBtpartiell differenzierbar in a, wenndort
alle partiellen Ableitungen
aélf(é),...,aénf(é)
existieren.

Man bezeichnet die partiellen Ableitungen auch:

ae:f(a)zavf(a)zg—;(é)ﬂxv(é) :

—

€ 3
/
3

— >
e1

+h

Bemerkung Hier gehtwesentlichdie Linearitat der Ableitungenein. Stattdie totale Anderung
einer Funktionvon @ in Richtung d+h zu berechnenkann man auch die partiellen
Anderungenentlang der Koordinatenachsenberechnenund addieren. Dies driickt
folgender Satz aus:

Merke: Die Ableitung ist allgemein ein Vektor, wahrend die partiellen Ableitungen Skalare sind!

Beweisdes Satzes: Die Existenz aller Richtungsableitungen ist mit der Herleitung von

() df(@)filim LT3
t-0
gezeigt.Mit df-ﬁ=F(5)-ﬁ und (*) sind die erstenbeidenGleichheitszeicheewiesenDas

letzte ist wegen
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df(d)€,=0,f(a)
das gleiche wie

df(d)-h=3 (df(d)-€)h,; h=2 &h,.
v=1 v=1

Aus (**) folgen explizite Formelnfir die Ableitung und die lineare Approximation einer in
§1=(a1,...,an)T differenzierbaren Funktion f:

Berechnung partieller Ableitungen:

Die Definition
f(a+te )—f(a
o0, f(a)=Ilim ( tv> (8)
t—0

mit d=(a,,...,a,)" lauft daraufhinaus,in f (Xi,...,X,) alle Variablen X, bis auf die v -te
konstant= a, zu setzenund dannnur nochdie von X, abh&ngigg-unktionals Funktion dieser
einen Veranderlichen zu differenzieren.

Beispiet

1.: f(x,y)=sin2x-e*;
3y . : 3y .
Delta, f (x, y)=2cos2x-e”’; Delta, f(x, y)=3sin2x-e”;

2.0 f(x,y)=x*y*+vyInx;
_ _ 3. Y. _ay2 :
f (x,y)=08,f(X,y)=2xy 3 f (X, y)=3x"y*+Inx;

F(R)=(F,00y), 1,06, ¥))

q g q e—om/x2+y2+z2
. (Physik-Probekl Ne(r)= = ;
3. (Physik-Probeklausur)p(r) yr— 4”50\/Ty2+22’
Ableitungen nach den drei Komponentegy, oy, 0, .
Auf3erdem kann man nach dem Radialvektor ableiten:
q —«er—e"

2 )
TE, r

5re=er=4

[1l. Das Hauptkriterium fur Differenzierbarkeit

Um eine mittels Koordinatendefinierte Funktion f auf Differenzierbarkeitin € zu untersuchen,
klart man zunéchst,ob sie partiell differenzierbarist. Wenn ok, dann prift man weiter, ob die
lineare Abbildung

n

L:R">C,Lh=Y 4, f(&)h,

v=1

die Bedingung
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Q) lim = =0
h-0 || h||
erfullt.
Beispiet Parabelfalte:
2xy°
f(x,y):= )(2+y4 X>O;
0 x<O0

-0 4000
80 gQ T - -
40
¥

Die Funktion ist von(0,0) weg in alle Richtungen partiell differenzierbar.
x—f(x,0)=0 und y—f(0,y)=0 und

2tuv’

u’+t*v (u>0)
sind stetigund differenzierbarDagegerist f(x,y) fur y>0 aufderParabelx=y* konstant,
f=1. Daher ist f unstetig in(0,0)

f(x,y—>0)x_=y21-

f(O, y)yfoo;

t—>f(tu,tv)=

Differenzierbarkeitskriterium:

Existierenin einer UmgebungU von a€R" alle partiellen Ableitungen o, f,...,0,f und sind
diese im Punkta stetig, soistfina differenzierbar.

Beweis Nehmenf alsreellan,sonstfir Re f und Im f separabeweisen(weil f differenzierbar
< Re f und Im f sind differenzierbar).
Wir zeigen, dass die
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L:R">R, Lh:=Y.48,f(d)h,

v=1
die Bedingung(1) erfillt. Sei Q ein offener, achsenparalleleQuaderin U mit a€Q . Jeder
Punkt 3+heQ kannmit @ durch einen stiickweiseachsenparallelerstreckenzugin Q
verbunden werden. Man setze derggi =a und

a,=a, ,+h & v=1,.,n,

wobei h=(h,,....h,)".
Insbesondere is&, =a+h .

R
+
|

Dann qilt:

3 Q
.\ é’1 :

f(a+h)—f(3)=2 (f(d)-f(al,);
v=1
Nun werden die einzelnen Differenzen der Summe nach dem Mittelwertsatz der
Differenzialrechnung einer Veranderlichen umgeformt.
Sei dazu:
@, (t):=f(a ,+thveé) telo,1],
Mit geeigneten Zahlerr, € [0, 1] ist dann nach Definition vord,, f:
(PV<1)_(pV (O)=(P IV(TV)= hV av f (a:—l+TV hV e_:/) -
Mit £,:=a, ,+T,6h, € giltalso:
f <§v> - f (a:—l) = hv av f (Ev) .
Damit folgt:

f(a+h)—f(d)—Lh= i(av f(£,)—0, f(d)h,.
Hieraus erhalt man die Ab;gﬁétzunng

t@+h)- @ - <Al X
Fur h -0 gilt £, — & fur v=1v,_... n.

Wegen der Stetigkeit aller partieller Ableitungenan folgt daher, dass

o, f(£,)-0,f(a).

Beispiel Differenziation rotationssymmetrischer Funktionen
F:l>C aufl c[0,o];

K (1): ={erR" 1%, = VE+x2+...+x=:r€ I}

eine Funktion f durchf (X): =F (r).
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Sei | offen, F sei stetig differenzierbar K (1) offen.

F hat V Y(EFK (1) die partiellen Ableitungen
o, f (%)= r“) x, (v=1,..,n).

F

Da o, f steti(g): f differenzierbar
2, - "(r
f (X)=T(X1'---’Xn)i

11 1 P §

zB.R*: f=5=== , Ox
X K+ y+ 2 r’

—1|><

D.h. bei radialsymmetrischen Funktionen ist die Ableitung besonders einfach.

Definition: f: U — C auf eineroffenenMenge U c R" heiRtdifferenzierbar auf
U, total differenzierbar auf U, wennsie auf jedemPunkt X € U differenzierbar

ist.

Eine differenzierbare Funktion heildt stetig differenzierbar auf U, wenn
fr:u-c, X—(6,f(X),..., 0, T (X)) stetigist. Dasist genaudann der
Fall, wennalle partiellenAbleitungen 0, f , ..., 0, f auf U existierenund stetig

sind, weswegen f auddtetig partiell differenzierbar heil3t.

Der Vektorraum der stetig differenzierbarenFunktionenauf U: C*' (U ). Sei
AcR" beliebig. Eine Funktion f : A— C nennenwir stetig differenzierbar
auf A, wenn 3 U offenmit AcU und 3 einestetigdifferenzierbard-unktion
F:U—>C mit F|A=f gibt.

F|A: F eingeschrankt auf A“

IV. Gradient
Auf R" sei Skalarproduk{ ..., ...) gegeben. 13.1 Standardskalarprodukt:
da-b=>ab,.

i=1

Das Differenzial d f (a) einerin a differenzierbarerreellen Funktion kann mit Hilfe eines
eindeutig bestimmten Vektorg§ € R" wie folgt dargestellt werden:
df(da)h=(g,h) ¥V heR"

Lh

Definition: Der vom Skalarprodukiabhangigevektor g heil3tGradient von f in &
und wird mit grad f (a) bezeichnet.
Damit lautendie denGradientercharakterisierendBedingungund die Darstellung
von d f (&) durch die Richtungsableitungen:

df(d) h=o.f(d)=(gradf (&), h).

Im wichtigen Fall des Standardskalarprodukts ist
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grac f (a) wegen
o, f (é):Zjlav f(d)h,

der Spaltenvektor
o, f(a) .
grad f (3) = : =:V f(a),

B f:(é)

n

Nabla-Operator; englisch:del operator.

Beispiet f (x,y, z)=€"2Y+2xsinz+2°x y;
. fy €tV +2sinz+ 2y
V f=gadf(x,y, z)=|f |= 0 &2V L 2y :

f 2xcosz+2zxy

z

Wir kdnnen aber die lineare Approximation voin(X) nahe X, € R" schreiben:

f(X)="f(X,) +gradf ()Z’o)-(k’—%o)+0(\5('—>2’0\2)= f ()Z’o)+ﬁ f ()Z’O)-(S(’—X'O)+O(\S(’—>Z’O\:

f'(f)>gradf (7).
Es bezeichne nudl...|| die mit dem Skalarprodukt gegebene Nofr |...|[,) .
Wegena-b=||a| ||b|| cos«(a, b) folgt:

=%—%,, 0. T =V F-(X-X,);

0!

(a)=|grad f (4)] ||ﬁ|| cos< (grad f , ﬁ).

)

o))
—

h

(i) |lgrad f ()| ist das Maximum der Richtungsableitungen - f (&) nach den
Einheitsvektoren:
llgrad f (3)] = max{ o f (é)‘||h|| - 1} - M.

(i) Im Falle M #0 gibt esgenaueinenEinheitsvektorv mit d; f (&) = M undmit diesemist
gradf (2a)=M V.

Der Gradient weist dann in die Richtung des steilsten Anstiegs

[Grafik Hohenschichtlinien]

Beispiet Im Falle der radialsymmetrischen Funktion
g

X]
fanden wir

X
grad f = ——— |
(s

d.h. der Vektor weist in Richtung der Kugelmitte.
[Grafik Kugel]
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2.2 Rechenregeln: Kettenregel

AlgebraischeRegeln:Sind f , g: U — C differenzierbain a€ U, dannsindauch f + g und
f-g in a differenzierbar und es gilt
d(f+g)(a)=df(a )+df( )

d(f-g)(@)=g(a)df(a)+f(a)dg(a).
I(sjt(urje(rgc)ar:gg ?l);édof (sg)ls_t ;/(%)d_lﬁ((jaréar(lglgarbar ina und es gilt
)}

QO

(g(a

Beweis Einsetzen wie 1-D

Vfg=fVg+gV f.
In Verallgemeinerungler Richtungsableitundperechnerwir die Ableitung einer Funktion langs
einer Kurve. Wir betrachten dazu eine Situation

Yy f
|l -U—>C,
in der | <R" ein beliebiges hicht notwendigoffenesintervallin R und U < R" eine offene
Menge ist.

Kettenreget Sei y=(y,,...,y,) : | —U differenzierbar in t, und f U ->C
differenzierbain a =y (t,) . Dannist die zusammengesetzfunktion f o y differenzierbarn
t, und hat dort die Ableitung

T () =d 1 (8)F (1) =grad f (37 (1) = X0, 1 (8)y, 1) = (orad f (&), 7 (1)

Beweis Nach Voraussetzung gilt:
)_;(to"'k):i’(to)"')-’(to) k+ﬂ(k) |k|
mit Im i (k)=0

k—0

f(a+h)=f(a)+df(a)h+r,(h)|h|
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mit Im 7, (h)=o
h-0

h=3(ty+h) =7 (t,)
(7 (1t +h>>=<p=<}< o>>+o| (3 (1))
R( ) )F k)|| t0+k)—37('[0))

Iy (t o>k+r1 ) [kl

Restglied hat Eigenschaft
. R(k)

lim ——==0

k-o K

Beispiel 1: Es sei f: R*— C eine differenzierbareFunktion. Durch Zusammensetzunmit der
Polarkoordinatenabbildun®, : R* — R®
P, (1 @) (r COS(p)
rsing
erhalt man die FunktiorF : = f-P,:

F(r,o)=f <<);>>= f (r cose , rsinp)

f(X)=1 (X, X5 X3 oony X))
hat partielle Ableitungen wie folgt:
Wir wenden Kettenregel bei festgehaltengm

- . I COS
y(r)-=< . (p)
r sin @

d
F.(r,p)=f (rcose,rsing) Yy

dy .
=+ f —
y(rcosq;,rsm<p)dr

dr
Kettenregel bei festgehaltenem r, dann ist

7o =(rcose
r sing
dr

F,(r,p)=1f (rcose,rsin )d rx+f (r cosg , rsing) L
® P )= X P, (pd(p y P, (pd(p

=—f,rsinp+f, rcose
Beispiet f =xy

F(r,p)=f(rcose,rsing)=r’sine cose

F.=2r sinp cosep

F . =f,cosp+f, sing=ycosp+xsing=rsing cosg +r cose sin@
F,=r’(cos¢ cose —sin ¢ sin @)

F(pz—fxrsincp+fyrcos<p=

=—yrsing+xrcosp =

=—r’sinf@+ricof @ ;

Beispiel 2: Auf IN seiein SkalarprodukgegebenSei f : U — R einedifferenzierbaré-unktion
auf eineroffenenMenge U < R". Weitersei y : | = U einedifferenzierbareKurve, die in einer
Niveaumengevon f verlauft, d.h. es gabe eine Konstarite R :
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f(y(t)=c Vtel
Danngilt V te
grad f (y ()) 5 (1)

Beweis

Da f -y konstant:
d_(t-9)=0.
dt

2.3 Kurvenintegral

ds

a=y(a)

Beweis Behauptung folgt aus Kettenregel und dem Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung, da der Integrand die Ableitung Viohy ) ist.

Beispiet Eine konservative Kraft besitzt ein Potenzial U, so dagé = —gradU ist.
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z.B. Zentralkraft
— r -
K = X (r£0) = U = g .
[ 7]
Die langs einer nicht durch Null gehenderregularenKurve W: [a, b] —» R® geleisteteArbeit

betragt:
b

fK dr——fgradU dr——fgradU W(t)dt=U (

=3

(a))—U (W(b))

und ist unabhanglg vom Wew, der durchlaufen wird.

Beweis Konigsberger

2.4 Hbhere partielle Ableitungen

Die partiellen Ableitungen 0, f ,..., 0, f konnenihrerseitspartiell differenzierbarsein. Man
definiert:

Definition: Die Funktion 0; f : =0, 0, f =0, (9, f) heiRenpartielle Ableitungen 2.
Ordnung von f. Weitere Bezeichnungen daftir sind:

fy x und

o f

OX; 0%
Beispiet f (x, y)=x" auf R, XR,
fo(x,y)=yx
fy(x,y)=xylnx;
o (X, y)=y(y—-1)x"%;
(X, y)=x""(1+yInx);
(X, y)=x"""(1+ylnx);
fo, (x, y)=x"(Inx)*

Im Allgemeinen: f,, #f !

Beweisskizze Beruhtauf 2-dimensionaleg\nalogondesMittelwertsatzesler Differenzialrechnung
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einer Veranderlichen. Siehe Kdnigsberger.

Definition: Sei U < R" offen. Eine Funktion f:U — C heilt k-mal stetig
differenzierbar oderauch C*-Funktion, k > 2 , wennalle partiellenAbleitungen
0;, .- 0; f k-ter Ordnung auf U existieren und stetig sind.
Den Vektorraumder C*-Funktionenauf U bezeichnetC* (U ). Man definiert
Cﬂuy=k§CWuy

Lineare Differenzialoperatoren
Ersetzt man in Polynom P

P(x)= Z A, .k, XIII ng XE"
ik

die VeranderlichenX; durch 0;, so entstehtein linearer Differenzialoperator P (D) mit
konstanten Koeffizienten. P Grad k, so definiert man eine lineare Abbildung
P(D):C*(U)—=C(U)
P(D)f:=>a 0.0y f
ngei

0, =0,0, 0 ... 0,

p-mal

Definition: Ein Skalarenfeld f : U - R U < IR" ordnetjedem X U einereelle
Zahl f (X) zu.
Ein Vektorfeld ist v: U - R"(n > 1), diejedemPunkt X U ein v (X)e R"
zuordnet.
Eine Kurve in U heiRRt Feldlinie des Vektorfeldes v, wenn V (X) in jedem
Kurvenpunkt X parallel zur Kurventangente ist.
Man spricht von einem C'-Skalarenfeld f bzw. einem C'-Vektorfeld v auf U,
wenn f bzw. V. C'-Funktionen sind.

Beispiet n=3;

> - C - -
1) Zentrales Kraftfeld:K (X) = W X X#0
X

2) Laminare Rohrstrémung
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2.4 Hohere partielle Ableitungen

A N
&
—>
—_—
_—
_
&
&
0
VI(X)=V (X, %, X3) =C| R® = xZ — x;
0
mit x;+x.<R*, ¢>0.
3) Feldlinien eines Vektorfeldes
V(%)

Feldlinien

Definition: JedemC*-Skalarfeld f : U — IR, U < R" wird dasVektorfeld Gradient

zugeordnet:
gradf : U - R",
of .
% (%)
grad f (X) = :
of -
% (%)

Jedem C?-Skalarenfeldf : U —» R, U <R" wird mit dem Laplace-Operator

A das SkalarenfeldA f zugeordnet:
A:U >R,
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n aZf
Af(X)= X).
(X) Z‘i . Xlz( )
Zu jedem C* -Vektorfeld v: U — R" definiertmanein Skalarenfeldivergenz
div v und ein VektorfeldRotation rot v .
dvv:U —-R,
> 0V
divv(X)= ) —(X),
iV V(X) 2;5K<m
rotv:U - R",
€& & €,
- 0 0 0 :
rot v (X) = a a a (Determinante)
Vl V2 Vn
Speziell R®:
%% 5 0 0 0 0 0
N o0 o0 ol - v, v, - Vv, vV, Y
t = = =|= — —
rot V (X) o, 0, o, e1<ay 62) eZ(ax 62) <6x
Ve Vv, Y,

Beispiet V(X)=w ax X, a = const
ov, 0OV oV,

div v (X) = ax+a;+az O;

—

=0
w a,z—a,y)
rot v= —we;(a —a,x)|=2wa.
w € (a,

rot grad f
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& € (a, b;—b, a;)
as = _ez(al bs_ bl a3)
€ (a, b,— b, a,)

é>1<a'yz_ya'z)

—>

&

(

(a, z—xa,)
a, y—-xa,)

. |8 &
§.><b=a1 a, 4
b, b, b,
€ €& §&
axx=|a, a, a,|=
X y z
ov, 0V,
oy 01z
rot v(X) = gvzx_aa\)/(z
ov, 0V
oxX 0Y
aVZ 0
=Y (a, y—a =a,;
7y ay<xy y X) =2,
oV
y 0
=LY (a,x—a, z)=-a,;
az aZ(Z X) X
8VX P
az=a—<ayz_azy)

Bemerkung rot V=0 < wirbelfreies Feld
Beispiet Die Wellengleichung hat die Form

0’d o*d

1 0% o’ b

2 ;7 =AP=

c ot
62
ot

= + +
ox* oYy 0z

Bemerkung (iz — A) ¢ =0;
C

Bemerkung A ¢ =0 heil3tPotenzialgleichung

Berechnung von Af fur radialsymmetrische Funktionen
Sei f eine C? -Funktion auf einem Intervall < (0, «) und

XEK (1) R"

f(X):=F (IXIl,)
Mit r:=||X]|, gilt:
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2.5 Taylorapproximation

Sei f: U - R eine CP*"!-Funktion, U cR" offen. Seien &, X€ U Punktederart,dassdie
Verbindungsstrecke in U liegt. Sei ferner

F:[0,1] - R mit

F(t):=f(a+th),h:=X—3a

Es zeigt sich, dassF eine CP**-Funktionist auf [0, 1] . Nachder Taylorformelfiir Funktionen
einer Veranderlichen gilt:

F(1)=F (0)+F (0)+% E (0)+... +% FP(0)+R,.,:

Durch wiederholte Anwendung der Kettenregel folgt:

Einschub: Wenneine Formel Uber mehrereZeilen geht, gibt es folgendeKonvention: Man
trennt die Formel nur bei Operatoren der vier Grundrechnungsarten(Addition,
Subtraktion,Multiplikation und Division), der Operator stehtam Anfangder neuenZeile
(aber nicht am Ende der alten Zeile).
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Bezeichnung V U e U cR" und X=(X,, X,, ..., X,)' €R" setzen wir:
¢ (@R =Y X6 f(E) % %
=1 Q=1

d“ f () X© ist ein homogenesPolynom vom Grad k (oder Null) und heif3t
Differenzial k-ter Ordnung von f in U.

Speziell ist:

d' f (G)X=d f (d)-X und

d°f(0)X°: =1 (4);
Dann gilt:

F¥(t)=d" f (A+th)h*.

Definition: Taylorpolynom p-ter Ordnung auf f i ist:

Taylorpolynom 2. Ordnung

Definition: Fiir eine C2 -Funktion f (X) heif3t die durch

2 —»
d . lea,, f(
definierte quadratlscheFunktlon die Hesse-Formvon f (X) in X=a und die
symmetrischen X n -Matrix
N anf(a) 61nf(5~)

n =N — =0 o0 — azf
f"(a)=H(a):= : : 0 P = ol
) - o, f (&) i O Xjlz-a

o1

anl f (
die Hesse-Matrix

Sie heiRtauchdie 2. Ableitung von f in & (sowie f' (3) die 1.Ableitung
heif3t).
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(X—&)"-f" (4)-(Xx-4),

I\)II—‘

T, f(x;a)=f(a)+f'(a)(x-a)+

=grad f (a)-(X—a)

Beispiet f (x, y)=x’.Wollen Taylorpolynom 2. Ordnung im Punlé=<1> .
fr1,1)=(f(1,1),f,(1,1)=(yx ", ¥ Inx)y ,,=(1,0);

(0 )08
fo=Yy(y—1)x""%; f,(1,1)=0; i
() R B e
=1+x—1+%(x—1,y—1)<)¥:i>=1+x—1+ (x—1)(y—1)+

=x+(x=1)(y—1);

2.6 Bedeutung der 2. Ableitung
2. Ableitung # Krimmung

(y—1)(x-1)

N~
I\JII—‘

Durch Betrachten der sogenanng&ehmiegquadrikan den Graphen f ir(é , Vi (é)) ,

=T,f(X,a),
n+1
kann man den Verlauf einer Funktion in Umgebung eines Pun&téassifizieren.

z.B.n=2: f (x, y) kann eine Funktiotokal die Form
(1)einesellipischen Paraboloids

eliptizches Paraboloid [x*2+y"2]

(es geht in alle Richtungen rauf; der Querschnitt ist elliptisch)
(2)eineshyperbolischen Paraboloids
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hyperbolizches Paraboloid [x"2-2]

(esgehtin zwei Richtungerraufundin zwei Richtungerrunter— esentsteheine Sattelform der
Querschnitt ist hyperbelformig)

(3)einesparabolischen Zylindershaben oder

parabolizcher Zylinder [x2]

oy
Ny
T

(es geht nur in zwei Richtungen nach oben, der Rest ist flach)
(4)flach sein
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Ebene [x]

z.B. der Graph mit einem Flachpunkt if© , 0) , der tberall hyperbolisch ist:
f(x,y) =3x"y—y ,Affensattel":

Atfensattel [3 * =2 * y - y*3)

Lokale Maxima und Minima

Definition: Sei f : X - R, X =R". Mansagt,f hatin a€ X einlokalesMaximum
bzw. Minimum, wenn es in X eine UmgebungV von & gibt, so dass
f(X)<f(a) bzw. f (X)>f (a) V XeV.WennV sogewahltwerdenkann,
dassdiese Beziehungenohne '=' gelten ¥ XV \{a], so heilt a isoliertes
lokales Maximum oderMinimum .
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NotwendigesKriterium : Sei U < R" offen.Hat f: U - R in & ein lokales
Extremum und ist f ina partiell differenzierbar, so gilt:
o,f(ad)=...=0,f(a)=0.

Fiur einein a differenzierbareFunktion f besagtdies, dass d f (2) =0. Eine
solche Funktion heif¥tationar in a.

Beweis Die durch F (t):=f (a+t &) in einem hinreichendkleinen Intervall um 0€ R
erklarte Funktion hat int =0 ein lokales Extremum. Also isF' (0) = 0. Damit folgt:
o, f(28)=F (0)=0.qg.e.d.

Daherhat einedifferenzierbard-unktionauf eineroffenenMengehéchstensan stationarertellen
lokale Extrema.lIst aberf in a stationarund hyperbolisch;so hat f einen Sattelpunktund kein
Extremum.

Beweis Konigsberger,X™-f " - X .
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3. Differenzierbare Abbildungen

Betrachtenvektorwertige Abbildungen f (X), f: R™" > R". Besonderdineare Abbildungen
A: R™ - R" (das sindm X n-Matrizen) spielen dabei eine wichtige Rolle.

Begriff der Operatornorm:

0. (1.3) Lineare Abbildungenim K " — K™, Operatornorm

Wir habenunter1.3 erwahnt,dassjedelineareAbbildung K" — K™ stetigist. Dagegerkanneine
lineare Abbildung eines unendlichdimensional-normierten Vektorraums @ai@ , 1] ) V in einen
normierten Vektorraum W durchaus unstetig sein.

Beispiel Die Differenziation

D:C'[0,1]—-C, D f:=f(0)

istin demmit der SupremumsnornaerseheneRaum C* [0, 1] nichtstetig.Denndie Normender
_sinn®x

N

bilden eine Nullfolge, aber die Folge der Ableitungen f' (Xx)=n cosn’ x, insbesondere
', (0) = n, divergieren:

lim f_ (x)— 0.

lim f'n(O)—mo.

n— o

Funktionen f  (x) :

Lemma: Es seienV, W normierteVektorraume Eine lineareAbbildung A:V - W
ist genau dann stetig, wenn
JCeR: VxeV: |Ax|=<C x| .

Beweis Folgt aus der Definition der Stetigkeit und- 6 -Kriterium. Siehe Kénigsberger.

Definition (Operatornorm): V , W seien normierte Vektorrdume tiber K und
L (V, W) seiderVektorraumderstetigerK-linearenAbbildungenvon V in W.
Man nennt lineare Abbildungen auch lineare Operatoren, stetige lineare
Abbildungen auclbeschrankte lineare Operatoren
Fur eine stetige lineare Abbildund : V — W definiert man dieDperatornorm :
|l w w2 =suplllAX][xe Vv, [Ix] <1} .

Man schreibt nur ||A] . Nach Lemma | Al| <o . Geometrischist [|A| der groRte
.Dehnungskoeffizient" der Abbildung A.

Bemerkung Wegender Linearitat der Abbildungist ||A]| >0 fur A#0, |« All=|«|| Al
weil x| #1 = [[((A+B) x| <[|Ax]|+[[B x| <[All +]B]

Eigenschaften der Operatornorm
1. ¥V xeV qilt ||AX|| <] Al x|

2. U 3v 3w mit U,V ,W normierten Vektorraumen und , B stetige lineare Operatoren.

Dann gilt diemultiplikative Dreiecksungleichung
A Bl <[IAlllIB]
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Beweis V¥ x€U ist ||x|| <1 folgt
IAB x| <[IAIB X[ <[[AlIBI[IxI <Al IB]

y

Beispiet R", R™ mit Maximumsnorm.Ist (A;) die Matrix des Operators A: R" — R"™
beziglich dernStandardbasen, so qilt:

IAl = max ), |aij‘ -
-1

DenVektorraum L (R", R™) identifizierenwir mit R™*" der m X n-Matrizenmit Elementen

in R . Dabeiwird die Operatornormauf L (R", R™) auchals Norm auf R™*" aufgefasstind
dann auch als Operatornorm bezeichnet.

mXxn

Lemma Eine Folge von Matrizen A € R konvergiertin einer Operatornor
gegen die MatrixAe R™*" genau dann, wenn sie komponentenweise konvergiert.

|. Differenzierbarkeit

Im Folgenderseien X , Y endlichdimensionalaormierteVektorraumeiiber K =R oder =C.
Ferner seif : U — Y eine Abbildung auf einer offenen Mendg¢ < X.

Wichtigster Fall: X =R", Y =R™ mit je einer Norm und
- fl
f=[:]:U—->R",UcR" f(X):XeR", feR™;

f

n

Standardfall: Auf dem Vektorraum L (X ,Y) der K-linearen Abbildungenvon X nach Y
verwenden wir stets die von den Normen axifund Y induzierten Operatornormen.

€X
Al =sup{]|A x|}

€Y

-

Definition: f : U — Y heil3t differenzierbar oder total differenzierbar im Punkt
ae€ U, wenn es eine K-lineare Abbilduny : X — Y gibt, derart, dass der durch
f(a+h)=f(a)+Lh+R(h)
in einer Umgebung vord € X erklarte RestR die Bedingung

lim R(h) (»h) =
F]—>0 ||h||

erfullt.

0

Bemerkung Wie bei den Funktionenzeigtman, dassesnur eine solcheAbbildungL gibt. Sie
heiRt das Differenzial oder die Linearisierung von f in @ und wird mit d f (&)
bezeichnet. Es gilt:
df(d)eL(X,Y), dh.bezuglichder Basenin X undY kann d f (a) durch eine
Matrix dargestelltwerden.Diese heil3t die Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix oder
auch dieAbleitungvon f (odertotale Ableitung in @ und wird mit f () bezeichnet.
Falls dim X =dim Y, dann heiRtdet f (&) die Funktionaldeterminantevon f in &.
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Beispiet Jede lineare Abbildung f:R">R™ mit f (X)=Ax, AcR™", ist total
differenzierbar. Die Jacobi-Matrix ist

fr(X)=A VXeR"

Beweis Sei fl, f d|fferen2|erbar| a.i=1,2.

fi(a+h)—fi( )+d f, (8 h+R (h),
wobei ﬁi die Bedingung

-

R (h)
ieo (1]
erfullt. Wir setzen:
Lh:=(df,(8)h,df,(3)h).
L ist die lineare AbbildungX — Y, XY, und mitihr gilt:

f(a+m_f()+Lh+(ﬁ(m @(m)

=0

(h

oA

*( h) erfiillt ebenfalls
R(h) _

Ao |[Il
= { ist alsodifferenzierbarin d und hat dort dasDifferenzial d f (a) =L . Umkehrung
analog

Yi=(X], Y, ={¥; Y, xY,=Y,0Y,={(X, })

Beweis Folgt aus der mehrmaligen Anwendung des Lemmas.

Gestalt der Jacobi-Matrix wegen der Differenziale der Komponenten
df,(a)h=0,f,(a)h,+...4+9, f,(ad) h,=gradf, (&) h.

fy

f Lf (X)) XeR"

f.

m
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Beweis Folgt aus Korollar, in 2.1 aufgestellte Differenzierbarkeitskriterien.
Man kann das Differenzial wie friiher mit Hilfe von Richtungsableitungen berechnen:

—

df(a)h=|im%[?(a+tﬁ)—?(a)]=:aﬁ?(a).

0: f(é) heilt Ableitung von f in Richtung h im Punkt d. Die Ableitungeneinesin der

Richtung einer festgewéhlterBasis €, ..., €, fir X heiRenwieder partielle Ableitungenund

werden auch wieder mig, f (d), ..., d, f (3) bezeichnet. Es gilt offensichtlich:

. grad f, (a)" P o F ~ . o

f(a)= . =<6X1(a)l---1axn(a)>=(alf(a)l---ianf(a))=<a_xj(a)>
gradf_ (a)

Beispiel 1 Polarkoordinaten

1.3 - P_: R"— R" sind definiert durch
it (1520)

r sin g
und die Rekursionsformel

P (g, )i=[PnlT "Pl"""p")'coscpn) :

rsing,

Funktionalmatrix von 52 lautet:

P(r )= 0P, 9P, _[cosp —rsing
22 or ' o sing rcose |

Ferner gelten die Rekursionsformeln:
. P, —P,sing,
P'hii=|sing, 0,...,0 rcosop,
n—-1

(N+1)x (n+1)
Funktionaldeterminante:

detﬁ'z(r L Q) =T

und allgemein:

det I::'n =r""'cosg,...cod . .-

Beispiel 2: Rechtsdrehungnit konstanterWinkelgeschwindigkeitw um eine Achsedurchden
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Nullpunkt mit Richtungsvektor fi=(n,,n,,n,)",|i|=1, wird dargestellt durch
(X=X (t=0)):
X(t)=coswtX,+(l—coswt)(X,-A)A+sinwtnXX,.

' 7 n

=

Fur v (t)=X (t):
Behauptung V(t)=w[-sinwt X;+sinw t (X,-A) A +cosw t A XX]=w A XX(t).
Beweis Es gilt die Identitat
ax(bxc)=(a-¢)b—(a-b)c,insbesondere
A X(AXX,)=(A-X,) A —X,, auBerdem
A X((X,-n)n)=0.
Abbildung X — V (X) = w i X X ist eine lineare Abbildung
X -V X
mit konstanter Matrix
VeR™:
daher gilt:
X (1)=V=(V(&),V(E),V(§)):

Definition (KlasseCY): Eine Abbildung f : U — Y aufeineroffenenMenge U < X
heil3tstetig differenzierbar in U, wenn
1. f injedem Punktx € U differenzierbar ist
2.df:U->L(X,Y), X—d f(X) stetigist.

Den Raumder stetig differenzierbarerAbbildungen A — Y bezeichnetman mit
C'(A,Y).
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Definition: Die Abbildung
fi(f,,..,f):U->R", UCcCR
heil3t k-mal stetig differenzierbar in U, wenn alle Komponentenfunktionen
f,., ..., T, k-mal stetig differenzierbar sind.
Den Raum nennt mac® (U , R™) und man setzt wieder:

C”(U,R™ = kF‘jl c*(U,R") .

Il. Rechenregeln
Es sei Z ein weiterer endlichdimensionaler normierter Vektorraum.

Kettenregel

In v5y i,z (V offen in X, U offen in Y) sei § differenzierbarin da€V und f
differenzierbar inp : = g (a) . Dannist f - g differenzierbar ind und es gilt:

d(feg)(d)=df(§(a)c-dg(d).
Fir die Jacobi-Matrix heif3t das:

(Tog) (a)=1"(§(d)-g" (a):
Beispiet Sei f:U —»R",U cR" differenzierbar. Weiter sei g: R° > R" eine lineare
Abbildung

F (%) T (
(X

(%) = ;\_,_ p Mit get ;‘i o (-affine Abbildung®). Dann gilt far

9§
AX+Db)

)=1"

m:TH

X+
(A

><¢ 0'1

).:&.

O'ly

Allgemeine Produktregel
An die Stelle der Multiplikation von Zahlerk X K — K tritt jetzt eine bilineare Abbildung
B:Y, XY,—>Z,
wobei Y, , Y, , Z endlichdimensionale normierte Vektorraume sind.
Beispiele
a) die Multiplikation K XY —Y einer Zahl mit einem Vektor
(x*T ()"
b) die SkalarprodukteY XY — R imFalle Y cR:
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f(%)-g(%)=(f, ng.,f

¢) Produkte von Matrizen bei passender Dimension, wie

- o

A(X),B(%)— A-B 0oder A.g B A
d) die Multiplikation A< A — A in einer Matrizenalgebra A

Beispiet
f_’l(x,y)=(xz+y2):lR2—>lR2; Fz(x,y)=<x):lR2—>lR2;
Xy L y

B:R* =R, (f,, f,)—=f, - f,=x(X+y)+x y;
}' =6f1 af1=2X2y;
! ox ' 0y y X
}' _ 61‘_’2 61‘_’2 (10
2 \ox'ay) \o 1)’
h—(h).

h,/’

PR 2xh,+2vyh X 2

f,"-h,f,)= L 2], =(2Xx°+ h,+3xyh,-:
TARENS B(( 2y )(y)) 2+ y)h,+3x yh,;

B(Flalzz _’1) B((X+y2) ( ))=h1(xz+y2)+h2XY'
Xy h, ’

-
(F1®ﬁ f_;)'-ﬁ=(3xz+2 y2) ﬁ’

4xy
PrUfung:
g="1f,- =+ y) - x+x Y¥=x>+2x y*;
o (f,-f,)=3x+2y;
6y(F1'F2)=4Xy;
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g =-fef-(35127)

4xy

3.2 Schrankensatz
Zunachst verallgemeinern wir den Begriff der Supremumsnorm einer Funktion auf Abbildungen.

Sei K ein kompakterRaum,V normierterVektorraumund ¢ : K —V eine stetige Abbildung.
Man definiert dann:

Definition (Supremumsnorm): |[¢|lc : =suplle (x)|| xe K.
Dadurch wird eine Norm auf dem Vektorraum C (K ,V) der stetigen
Abbildungen von K in V erklart. Sie hei’t deupremumsnormauf C (K , V).

Es seien X, Y endlich-dimensionale normierte K-Vektorrdume. Dann gilt:

Beweis Wird zuriickgefuhrt auf Falle mit Funktionen.

Definition: Eine Menge heildtonvex, wenn ¥V a, be X = |[a, b]e€ X, wobei
[a,b]:={a+t(b—a)lte]0,1]}.

3.3 Diffeomorphismen
Es seien X, Y endlich-dimensionale, normierte Vektorraume.

Definition: Eine lineare Abbildung f : X — Y heil3t Isomorphismus wenn sie
bijektiv ist.

Beispiel fur eine lineare Abbildung, die kein Isomorphismusist: Eine Funktion, die auf eine
Konstante abbildet.
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Bemerkung Wenn f ein Isomorphismus ist, so ist™* eine lineare Abbildung.

Definition: Eine bijektive C'-Abbildung f : U —V eineroffenenMenge U < X
auf eine offene Menge V cY heilt Diffeomorphismus, wenn die
Umkehrabbildungf™: vV — U ebenfalls eineC* -Abbildung ist.

Bemerkung Diffeomorphismenspielen in der Analysis eine ahnliche Rolle wie die
Homdomorphismernn der Topologie. Sie werden oft benutzt, um Probleme durch
geeignete Transformationen zu vereinfachen.

Beispiet Polarkoordinatenabbildundp, ist diffeomorph,wennmandie Definitionsmengemwie in
1.3 wahilt.

Elementare Eigenschaften von Diffeomorphismen

f:U —V sei ein Diffeomorphismus.g bezeichneseine Umkehrung. Dann bestehendie
Identitaten
go f:]_u und f ogzlv_

Aus diesen ergibt sich aufgrund der Kettenregel fur die DifferenziadeU bzw. y=f (x)eV:
dg(y)odf(x)=14
df(x)edg(y)=1,.

Eine C*-Abbildung f : U — V ist demnachmur ein Diffeomorphismuswennalle Differenziale
df (x), xeU, Isomorphismersind.Im Falle X =Y =R" bedeutetlas,dassalle Ableitungen

-

f'(%),XeU> invertierbar sind.
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Im R gilt automatischlsomorphismus — Diffeomorphismus,denn wenn f e C* und

f:1 —J surektivist, hat f ein einheitlichesVorzeichen;f ist streng monoton und die
Umkehrfunktion nach den Regeln fur die Differenziation von Umkehrfunktionen stetig
differenzierbar.

Beweis Zeigen zunachst, dasy V yeV differenzierbar ist:
Seidazuk € Y derart gewahlt, dass auch + k € V. Wir setzen:
x:=g(y), h:=g(y+k)—g(y).
Da f in x € U differenzierbar ist, gilt:
*) f(x+h)=f(x)+df(x)h+R(h)

mit

. R(h)

im ——=%=0.
h—o |hl|

Hieraus folgt mit der Invertierbarkeit vod f und wegenf o g =1,:
fg(y+k))=Ff(g(y))+df(x)[g(x+k)-g(y]+R(h)

~— -

=y+k =y

(**) g(y+k) =g(y)+(df(x) k+R (k) mit

R'(Kk):=—(d f(x) " Rg(y+k)—g(y)-

Nun zeigt man mit Abschéatzungen, die die Stetigkeit von g ausniitzen, dass

lim M =0.

-0 K]
Dasbeweistdie Differenzierbarkeivvon g. Wir miissemochzeigen,dassg stetigdifferenzierbar
ist.

Aus (**) folgt fir d g die Darstellung
-1

dg(y)=[df(g(y))]

Also ist die Zusammensetzunder Abbildungeng, d f und Inversion.Da diesestetigsind, ist
auch d g stetig. g.e.d.

3.4 Satz Uber die lokale Umkehrbarkeit

Bisher nur globale AussagenEs zeigt sich aber,dassjede C* -Abbildung, derenDifferenzial an
einer Stelle umkehrbar ist, ein einer kleinen Umgebung dieser Stelle ein Diffeomorphismus ist.
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flUy,: U, —

diffeomorph

3.4 Satz Uber die lokale Umkehrbarkeit

Beispiele zum Umkehrsatz

Beispiel I Sei f : R® - R® gegeben.

. X, + X, + X,
LX) =] X, Xg + X X, + X, X,
Xl XZ X3
Es qgilt:
1 1 1

frX)=x,+X%X; X3+X X +X,
Xp Xz X3 Xy X X

det; ' (i)=(X1—X2) (Xl_X3) (Xz_Xs);

Sei
al
a=|a,
a3

ein Punkt mit

det f (&)#0
(d.h. a, #a,#a,). Seidannb: = f (d) .
Nach dem Umkehrsatz gibt es Umgebundép von d und V von b sowie eineC* -Abbildung
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R 0.

g={g,|:V—U,
93

derart, dass fury e V und X € U , folgende Aquivalenz besteht

f(X)=7 i X=g(Yy)

fo(X, X0 X3) =Y, X, =09(Y1s Y2, ¥a)
(X, Xy, X5) =Y, < X;=9(Y1s You ¥3)
fa(X, Xy, X5) =Y, Xs=0 (Y1, Yo, ¥3)

Beispiel 2 Sei die Polarkoordinatenabbildurié2 ,
F_;z(r , ) z(r CQS(p>
rsino
Die Ableitung
T cos —r sin
sing r cose
istin jedem Punkt(r , ¢) mit r >0 invertierbar.

detlsz' (r,@)=r
Zu jedem Punkt

X 5 [T
=P
( y) ’ ((p)
mit r = x>+ y*> 0 gibt es also eine Umgebund , um
r
(+)
und V um
()
y
derart, dass die Einschrankung
P,:U,—>V
eine differenzierbareUmkehrung g : V — U, besitzt. Die Ableitung von y kann man ohne

-1
Kenntnis aus . [E,Z ]

g ' —
berechnen.
Wegen
X . y
cosp=—, sinp ==
r r
cos sin X Y
- - T ® » 2 2
g'(x)=[P2'] =| —singp cose |= Wy X+
y p p -y X
X¥+y X4y
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3.5 Auflésen von Gleichungen, implizite Abbildungen

Am Beispiel f (x, y)=x"(1—-x?)— y* =0 erlauternwir die typischeSituation,wennmaneine
Gleichung f (x, y)=0 nach y=f (x) oder nachx =g (y) aufzulésen versucht.

KD %42 2

//—“-Hﬁ.\\ ////
04 /

/

/

05 07 0%
e

/
// /
\ S e /
/'/ \*—-hu_-f

In der Néhe von (0,0) gibt es V¥V x#0 und [x|<1 zwei V,,Y, mit
f(x,y)="F(x,y,)=0, V¥V y#0 mit |y|<1/2 vier X, X,, X5, X, mit f(x,,y)=0.
In keiner Umgebung vori0, 0) gibt es eine Auflosungy =g (x) oder x =g (y) .

,_,_.—o—"‘_'_'_'_'_—__\_‘_""_‘-‘——.
\“x
o -
2 :
=
—

Die beiden partiellen Ableitungen

f =2x—4x>=0 bei x=0

f,=—2y=0bei y=0

f,und f,=0 bei (x, y)=(0,0)!

Die Gleichung f (x, y)=0 hatin keiner Umgebungdes Punktes (1,0) und (—1,0) eine

Aufldsung der Form y=g (x), denn ¥ x um =1 gehéren?2 y-Wertezu f (X, y,)=0.
Allerdings gibt es Auflésungen der Gestalt= g  (y) in der Nahe von(1, 0) und (—-1,0).

x=%\/2+2\/1—4y2

g (y)
fr

v<2
2
in (1,0) ist f,=0 aber f,#0.

Wir zeigennun, dasseine Gleichung f (x, y) =0 in der Naheeine Nullstelle (a, b) von f
eine differenzierbare Auflosuny = g (x) besitzt, sofernf, (a, b) #0.

BetrachterfolgendesallgemeineProblem:Sei f:U > R" eine C*' -Abbildungauf eineroffenen
Menge U < R* x R™. Wir fragen nach der Losbarkeit von
(X ooy Xy Viy ooy Yp) =0

fo (Xy s ooy Xy Voo ooy Yoy) =0
in der Nahe einer gegebenen Nullstelle
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(5)

von f :
f(X,y)=0.
Wir definieren dazu die partiellen Differenziale

-

axl fl o axk fl
do F(X,9):R*-R"™, 8 fo=| =

O fn = O fi
o, f, -~ o, f,

Das totale Differenziald f (X, ) : R x R™ — R™ erhalt damit die Darstellung:

k
-~
h
k
]
m

df(x, y)| "] =0, t-R+o.f-k=f(g(x).

Beweis Folgt aus Umkehrsatz. Siehe Kdnigsberger.

Zusatz DasDifferenzialvon g in X =a erhaltmanim Nachhineinmit der Kettenregelusder
Identitét f (X, g (X)) =0 XeU'!

Zunachst entsteht

df(X,g(X))e(1,,dg(x)=0.

Daraus folgt mit der p*artiellen Differenziation

d, f (X, (X)) +d, f(X,g(X)>dg(d)=0.

Wegen g (4) = b folgt fiir die Funktionalmatrix:

-1
g'(a>=—[ayf(a,6)] -0, f(8,b)
Beispiet Gegeben sei das Gleichungssystem
f: R*xR?— R?

f (X, ¥y, Yo) =X+ Y+ y;—7=0
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fo(X, Vi, Ya)=X Y+ Y Yot ¥V, x+2=0
unddie Nullstelle (2, — 1, 0) . In der Naheder Nullstelle soll dasGleichungssysterhinsichtlich
der Auflésbarkeit nachy, und Yy, untersucht werden.
_ (3 o)
(2,-1,0) 2 1 .

Esgibt alsoin einemintervall | um denPunkt a =2 zwei C*-Funktioneng,, g,: | = R mit
(9,(2),9,(2))=(-1,0) und

fy (X , 91 (X)), gz(X)) =0

fa (X ) gl<X) , gz<x)) =0

Ihre Ableitungen im Punkix = 2 erhélt man nach obiger Formel:

g, (2) =_<3 O)l o, f, =_<3 o)l 3 %2
g',(2) 2 1 oy f2)l2. 1.0 2 1 Vit Y,

(3
2.-1.0) 2 1 -1
Damit erhéalt man in linearer Naherung

y,=0,(x)~g,(2)+g,(2) (x—-2)+0 (xX*)=—1-4(x—2)=—4Xx+7;
Yo=0,(X)~0,(2)+9,(2)(x=2)+0 (x*)=0+9(x—2)=9 x—18;

Wir bilden die partiellen Jacobi-Matrizen

ay?(z,—1,0)=(a? 6—f>=( 3% 33’3)

oy, 0V, X+Y, X+,

det(3 O) =3 #0 = Matrix invertierbar.
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