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1. Elemente der Topologie

1.1 Topologie des euklidischen Raumes  � n

Im � n  ist die Verallgemeinerung des „Abstands“ die euklidische Norm.

Definition : Für Vektoren �x ��� x1 , � , xn � T 	�
 n  ist die euklidische Norm:��

x
�

: � x1
2 � x2

2 ����� xn
2 .

Sie erfüllt die Regeln:
1. ���x � � 0  für �x � 0
2. �����x ���  �  "! � �x � # �%$'&
3. ���x ()�y � * ���x � ( ���x �

Definition : Der Raum � n zusammenmit dereuklidischenNorm unddemeuklidischen
Abstand zweier Punkte �a , �b $'& n

d +��a , �b , : - ./�a 0 �b . ,

der sogenannten euklidischen Metrik , heißt euklidischer � n .

Definition : Eine offene Kugel mit Mittelpunkt �a  und Radius r � 0  ist die Menge
K r 1�2a 3 : 4 5 2x 6'7 n 8:9 2x ; 2a <>= r ? .

Definition : Eine Folge @ �xk ACB � n heißt konvergent, wenn D �a B � n E F �xk 0 �a F � 0
für k � G .

Lemma: @ �xk A B � n  konvergiert gegen �a B � nH lim
k I J xk K 4 a L MN4 1 , O , n .

Definition : Eine Folge @ �xk A B � n heißt beschränkt, wenn alle ihre Glieder in einer
Kugel K r 1 0 3  mit gegebenem Radius r liegen.

Definition : Eine Folge @ �xk A  heißt Cauchyfolge, wenn für jedesP � 0 D N E F �xk 0Q�xl
F�R P S k , l � N BUT .

Satz (Bolzano-Weierstraß): Im euklidischen � n  gilt:
(i) Jede beschränkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.
(ii) Jede Cauchyfolge konvergiert.

Beweis: Vollständige Induktion nach n, Verallgemeinerung des eindimensionalen Raumes.

Definition : Eine Menge U V � n heißtUmgebungvon �a B � n , wennsie eineKugel
K WX+ �a , , Y[Z 0 , mit Mittelpunkt �a , enthält.
K W +��a ,  heißt Y -Umgebung oder Kugelumgebung von �a .

Definition : EineMenge U V � n heißtoffen, wennsieUmgebungeinesjedenPunktes�a B U  ist, d.h. wenn es  S �a B U D Kugel K W +��a ,  mit K W +��a ,]\ U .

Beispiel:^ Die leere Menge ist offen.
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1.1 Topologie des euklidischen Raumes Seite 4/50^ Die offene Kugel K r 1 2a 3  ist offen.^ _ a , b `]acb 1 a , b dcb  sind offen.

Elementare Regeln:
(i) A , B  seien offen e A f B  offen  (nur endlich viele geschnitten!).
(ii) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

Beweis: Königsberger

Definition : Eine Menge A V � n heißt abgeschlossen, wenn ihr Komplement

AC : - � n g A  offen ist.

Beispiel: Jede abgeschlossene Kugel K r + �b , : - h �x B � n i:j �x 0 �b j * r k  ist abgeschlossen.

Beweis: Ist �a l K r + �b ,me K nX+��a ,  mit Y[o p�qb r qa p r r  liegt ebenfalls außerhalb von K r sutb v .

Beispiel: Die Menge w 1
n x n BNT y V �  ist weder offen noch abgeschlossen.

Elementare Regeln:
(i) A , B seien abgeschlossen e A z B abgeschlossen(nur endlich viele
vereinigt!).
(ii) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Satz: Eine Menge A V � n ist abgeschlossen { der Grenzwert jeder in � n

konvergenten Folge | �ak }  mit tak ~ A � k  liegt in A.

Beweis:e  Beweis durch Widerspruch:
A V � n , der Grenzwert �a von | �ak } B A liege in U : - � n g A . Dann enthieltedie offene

Menge U als Umgebung von �a  fast alle tak . WIDERSPRUCH!�  Beweis durch Widerspruch:
Sei A offen, d.h. U : - � n g A abgeschlossen.Dann gibt es einenPunkt �a B U derart,dass

keine Kugel um �a in U liegt. Insbesondereenthältjede Kugel K 1
n

+ �a , , n - 1 , 2 , � einen

Punkt tan mit tan � U . Die Folge | �an } liegt in A und konvergiert � �an 0��a � R 1
n

. Ihr

Grenzwert �a  gehört jedoch nicht zu A. WIDERSPRUCH!

Definition : �x B � n heißt Häufungspunkt der Menge M V � n , wenn in jeder
Umgebung um �x  unendlich viele Punkte von M liegen.
Die Menge aller Häufungspunkte von M bezeichnen wir mit H + M , .

Satz: Eine Menge A V � n  ist abgeschlossen {  A enthält alle ihre Häufungspunkte.

Beweis: Königsberger
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1.2 Topologische Räume

Mengen mit bestimmten Umgebungsstrukturen

I. Normierte Räume. Metrische Räume.

Definition : Sei K �'� oder � . Eine Norm auf einem K-Vektorraum V ist eine
Funktion ��� : V ��� , so dass gilt � x , y � V ���%� K �
(N1) � 0 � - 0  und � x � � 0  für x � 0
(N2) � � x � � � � � � x �
(N3) � x ( y � * � x � ( � y �
Das Paar + V , � � ,  heißt normierter Raum, oft schreibt man dafür nur V.

Beispiel:

1) K n  mit der sogenannten p-Norm:� �x � p : - �N��/� 1

n �
x � � p � 1

p
 (p-Norm).

Die Norm p - 2  heißt im Fall K �c� oder �  euklidische Norm.

2) K n  mit Maximumsnorm:���x ��� : - max � �x1 � , � , �xn � �  (Maximumsnorm)

Bemerkung: Man zeigt wegen �x � �> ¢¡�£x ¡�¤  leicht, dass¥�¦
x
¥ �¨§ lim

p © � ¥ª¦x ¥ p .

3) Der Raum C « a , b ¬ der stetigenFunktionenauf « a , b ¬ kann mit den Normen versehen
werden:� f � p : - ­¯®

a

b °
f + x , p ° d x ± 1

p
 (L p-Norm)� f � ² a , b³ : - sup ´�µ f + x ,¶µ · x B « a , b ¬ ¸  (Supremumsnorm)

Die L²-Norm spielt in der Quantenmechanik eine wichtige Rolle

4) Vektorräumemit Skalarprodukterhaltendurch � x � : - + x , x , eine Norm. Der euklidische¹ n  mit dem Skalarprodukt+ �z , �w , : -»º
t � 1

n

zt ¼wt

(esgilt + �z , �w , - + �w , �z , ) und der Raum R + T , der T-periodischenRegelfunktionenauf ½
mit+ f , g , : - 1

T
®
0

T

f + t , g + t , d t

gehören dazu.¾
ei n x , ei m x ¿ -ÁÀ nm

Bemerkung: Nicht immerlässtsicheineNorm definieren.Betrachtetmanz.B.die Punkteeiner
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1.2 Topologische Räume Seite 6/50

Kreisfläche, gilt mit dem 2-dimensionalen euklidischen Normbegriff Â�Ã x ÂªÄ Å Ã ÅÆÂ x Â

Definition (Metrischer Raum): SeiX eineMenge.EineMetrik auf X ist eineFunktion
d, die je 2 Punkten x , y B X eine reelle Zahl d + x , y ,  zuordnet, so dass gilt:
(M1) d + x , x , - 0  und d + x , y , � 0  für x � y
(M2) d + x , y , - d + y ,x ,
(M3) d + x , y , * d + x , z , ( d + z, y ,
Das Paar + X , d ,  heißt metrischer Raum, oft schreibt man nur X.
Die Zahl d Ç x , y ÈÊÉ ½ heißt Abstand der Punkte x,y.

Beispiel:

1) Die normierten Räume Ë V, Ì Í Ì Î  mit d + x , y , : - � x 0 y �  sind metrische Räume.

2) f , g B C + a , b , , d + f ,g , : -ÐÏ
n Ñ 1

Ò
1

2n

� f 0 g � n

1 ( � f 0 g � n ,

wobei � � � n  die Supremumsnorm bezüglich des Intervalls C + a , b ,  ist.

3) Diskrete Metrik :
Gegeben sei X  beliebige, nichtleere Menge.
Diskrete Metrik: d + x ,x , - 0 ; d + x , y , - 1 x � y .

Beweis: (M1) ok; (M2); ok (M3) ok.
Sei x - z : d + x , y , * d + x ,x , ( d + x , y , .
Sei x � z e x � y  oder y � z .
d + x , y , * d + x , z , ( d + z, y , .

II. Topologische Räume

Definition (Topologischer Raum): In einer Menge X sei eine Menge O von
Teilmengenvon X, die man offen nennt, ausgezeichnetderart, dass folgende
Axiome gelten:
(O1) Der Durchschnitt je zweier offener Mengen ist offen
(O2) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mangen ist offen
(O3) X und die leere Menge sind offen.

http://www.skriptweb.de
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1.2 Topologische Räume Seite 7/50

Dann heißen O eine Topologie auf X und das Paar + X , O , topologischer
Raum.
Oft schreibt man nur X  statt + X , O , .

Definition (Umgebung in einem topologischen Raum): Eine Teilmenge U eines
topologischenRaumsX heißtUmgebungvon a in X, wenneseineoffeneMengeV
mit a B V V U gilt.

Bemerkungen zu Topologien
1) Jeder metrische Raum ist zugleich topologischer Raum.
2) Auf jeder MengeX lässtsich einetopologischeStrukturdadurcherklären,dassjedem
Punkt x B X alle x enthaltenden Teilmengen von X als Umgebungen zugeordnet werden.
3) Die „feinste“ Topologie ist die Menge aller Teilmengen.
4) Die „gröbste“ Topologie ist die diskreteTopologievon X: Die Umgebungeneines
Punktes x B X  bestehen nur aus der Menge Õ x Ö .

Beispiel: X - Õ 0 , 1 , 2 , 3 , 4 Ö
T - × Õ 0 Ö , Õ 1,2,3Ö , Ø , Õ 0,1,2,3Ö , Õ 0,1,2,3,4Ö Ù

Behauptung: X zusammen mit T bilden eine Topologie.
(O3) X , ÚcÛ T
(O1) A, B B T � A f B B TÜ

0 ÝªÞ Ü 1,2,3 Ý�ßàÚÕ 0,1,2,3 Ö f Õ 1,2,3 Ö B TÕ 0,1,2,3,4 Ö f Õ 1,2,3 Ö B T
(O2) A, B B T e A z B B TÕ 0 Ö z Õ 1,2,3 Ö - Õ 0,1,2,3 Ö B TÕ 1,2,3 Ö z Õ 0,1,2,3 Ö - Õ 0,1,2,3 Ö B T

1.3 Stetige Abbildungen

I. Stetigkeit

Dehnenden Begriff aus von komplexenFunktionenauf einer Menge D V ¹ auf Abbildungen
X � Y , wobei X , Y  topologische Räume sind.

Definition : f: X � Y heißtstetig im Punkt a B X , wenneszu jederUmgebungV von
f + a ,  eine Umgebung U von a gibt, so dass f á U â ã V .

Die Abbildung heißt stetig in X, wenn sie in jedem Punkt stetig ist.

http://www.skriptweb.de



1.3 Stetige Abbildungen Seite 8/50

Für metrische Räume X,Y gilt folgendes P 0äÀå0 Kriterium , das in 1-D als Definition diente.

Satz ( æ - ç -Kriterium) : f : X � Y ist in a B X stetig {SèP � 0 D Àé� 0 E + * , d ê f + x , , f + a , ë R PìS x B X  mit d í x , a î]ï ç
Beweis:� : Sei V eine beliebigeUmgebungvon b - f + a , und sei K ðñ+ b ,ñV V eine mit der Metrik

definierte Kugelumgebung.Zu æ wähle man À gemäßder Voraussetzung.Setzen wir
U : - K ò�+ a , , gilt dann f + U , R K ðñ+ b ,ñV V . Somit f stetig in a.e : Sei f stetig. Dann gibt es zu jeder Umgebung K ðñ+ b , Umgebung U von a mit
f + U ,óV K ð + b , . In U liegt eineKugel K ò + a , . Damit gilt aber f + K ò + a ,ó,óV K ð + b , . Also erfülltÀ  die Bedingung d í x , a îñï ç .

Beispiele:

1. Jede lineare Abbildung f: K n � K m  ist stetig. Dazu kann man beliebige Norm heranziehen.

2. Jede Norm ô ô : V õ R ist stetig, denn es gilt d í÷ö x ö , ö y öªîñï æ wenn ö x ø y ö/ï æ , daù ú
x
ú û ú

y
ú ù ü ú

x
û

y
ú

mit ç : ß æ  ist (*) erfüllt.

Folgenkriterium : Es seienX und Y metrischeRäume.Eine Abbildung f: X � Y ist
stetig in a B X {  f bildet eine Folge ý f + xk , þ  mit f + xk ,ñ� f + a , ab.

Beweis: Analog zu Kap 7.1 in 1-D. 

Es gelten für beliebige topologische Räume folgende Rechenregeln:
Regel I : f -U+ f 1 , f 2 , : X � Y1 ÿ Y 2 ist stetig in a { f 1: X � Y1 und f 2: X õ Y 2 sind in a
stetig.
RegelII : Sind f ,g: X � K stetigin a B X , sosindesauch f ( g und f

Ô
g . Ist g á a â � 0 , soist

auch f � g  stetig in a.
Regel III : In X õ f Y õ g Z  seien f in a und g in f + a ,  stetig. Dann ist auch g � f  stetig in a.

II Homöomorphismus

Betrachten wir die Abbildung � � z - ei � des Intervalls [ 0,2 � ) auf die Kreislinie

S1: - Õ z B ¹ ; � z � - 1 Ö . Diese Abbildung ist bijektiv, sie ist auch stetig.

http://www.skriptweb.de
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1.3 Stetige Abbildungen Seite 9/50

Aber: Die Umkehrabbildungz mit � z �	� 1 
�� Arg z ist unstetig bei z - x ( � - 0oder2 � ).
z 
 � z � ei � .

Definition : Eine bijektive stetige Abbildung f : X � Y , deren Umkehrabbildung
ebenfalls stetig ist, heißt Homöomorphismus.
2 topologischeRäume X , Y heißenzueinander homöomorph, wenn es einen
Homöomorphismus zwischen ihnen gibt.

Ein solcherbildet offene Mengenauf offene Mengenab und abgeschlosseneauf abgeschlossene.
Homöomorphe Räume haben dieselben topologischen Eigenschaften,auch wenn sie sehr
verschiedene geometrische Formen haben.

Beispiel 1: Die Kugel K 1 � 0 ����� n bezüglicheiner beliebigenNorm � � ist homöomorphzum

ganzen � n .

Ein Homöomorphismus �f : K 1 + 0 , � � n  und seine Umkehrung sind gegeben durch�f +u�x , : - �x
1 0 � �x � , �f � 1 +u�x ,]- �x

1 ( � �x � .

Bemerkung: Im 2D ist

f - u

1 0 u2 � v2

v

1 0 u2 � v2

u2 � v2 � 1 .

Beispiel 2: Polarkoordinaten: In der Ebene lässt sich folgender Homöomorphismus konstruieren:

P2 : � 2 � � 2  R2 � r , ��� : - � r cos �
r sin �  .

Dasist die Abbildung desoffenenStreifens � + !"� 0$# , #%� auf die längsder negativenx-Achse
geschlitzten Ebene, d.h. auf & 2 ' S , S : - ( � t , 0 � T ) t * 0 +

http://www.skriptweb.de
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1.3 Stetige Abbildungen Seite 10/50

Die Umkehrung
g2 : � 2 , S � � + !-� 0$# , #.�

ist

g2 � x1 , x2 � : - / r , sign x2 0 arccos
x1

r 1 ,

wobei r - x1
2 � x2

2 .

III. Grenzwerte

Wie Stetigkeit kann man auch Begriff des Grenzwerts auf Abbildungen ausdehnen:

Definition ( 2 - 3 -Kriterium mit Grenzwert): X , Y seienmetrischeRäume.Wir sagen,
f : D � Y mit D 4 X hat in einem Häufungspunkt a 5 X von D den

Grenzwert b 5 Y , wenn 6 287 0 9 3:7 0 ; d < f < x = , b =?> 2 für x 5 D , @ a A
mit d < x , a =?> 3 .

IV. Vollständige metrische Räume und gleichmäßige Konvergenz

Definition : Ein metrischerRaum � X , d � heißtvollständig, wennjedeCauchyfolgein
X einen Grenzwert hat.
Dabei heißt eine Folge B xk C in X Cauchy-Folge, wennDFEHG

0 I N B c CKJ�L M d B xk , xl C?N E D
k , l O N B E C .

Beispiel: Jeder endlichdimensionalenormierte Vektorraum ist vollständig, C P a , b Q mit
Supremumsnorm ist vollständig.

Definition : Sei X ein beliebiger topologischer Raum und Y ein vollständiger
metrischerRaum. Eine Folge von Abbildungen f k : X R Y heißt gleichmäßig
konvergent auf X , wenn esSUTWV

0 X N � T �K5�Y Z d [ f k � x � , f l � x � \ � T S
x 5 X ] S k , l ^ N �

.

Satz: Die Grenzabbildung f einer auf X gleichmäßigkonvergentenFolge stetiger
Abbildungen f k : X R Y  ist stetig.

1.4 Kompakte Räume

AbgeschlosseneIntervalleim � n spieleneinebesondereRolle: Satzvon Maximum undMinimum
gilt nur für kompakte Intervalle (7.5). In 16.25 Heine-Borel-Überdeckungssatz.

http://www.skriptweb.de
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1.4 Kompakte Räume Seite 11/50

Definition : Unter eineroffenen Überdeckung einestopologischenRaumesX versteht
man eine Familie a U i b i c I  (I = Indexmenge) offener Mengen in X derart, dass jeder
Punkt x 5 X  in mindestens einem U i  liegt.

Definition : Ein topologischerRaum X heißt kompakt, wenn aus jeder vorgegebenen
offenen Überdeckung a U i b von X endlich viele U i 1

, d , U i r
so ausgewählt

werden können, dass diese bereits X überdecken: X e U i 1 f U i 2 f d f U i r
.

Eine Menge K 4 X heißtkompakt, wennsie als Teilraumkompaktist. K besitzt
die Heine-Borel-Eigenschaft.

D.h. die Heine-Borel-Eigenschaft vererbt sich nicht auf Teilmengen.

Definition : Ein topologischerRaum X heißt folgenkompakt, wenn jede Folge von
Punkten in X eine konvergente Teilfolge besitzt.
Eine Teilmenge K 4 X heißt folgenkompakt, wenn sie als Teilraum
folgenkompakt ist (Bolzano-Weierstraß-Eigenschaft).

Definition : Man nennt eine Teilmenge M 4 X , wobei X ein metrischerRaum ist,
beschränkt, wenn sie in einer geeigneten Kugel K r g b h  Platz hat, M i K r g b h .

Satz: Für K 4�� n  sind folgende Aussagen äquivalent:
1. K  ist abgeschlossen und beschränkt.
2. K  ist kompakt.
3. K  ist folgenkompakt.

Beweis: Königsberger

Bemerkung: Im Allgemeinen 'abgeschlossen' j  kompakt'.

Beispiel: Raum C P 0 , 1 Q  mit der L2-Norm:
Einheitskugel K 1 � 0 �?k l f mon f n 2 * 1 p  dieses Raumes ist nicht kompakt.

Zeigen: Die Folgevon Funktionen ek : q 0 , 1 rtsvu , ek w x x : y e2 z i x besitztkeine konvergente
Teilfolge. { ek {}| 1 ;n ek 0 el n}k ~

0

1

d x � ek 0 el � � ek 0 el �?k 2 0 2 ~
0

1

d x cos � 2 # x � k 0 l ���� 0

k 2  für k j l .

1.5 Zusammenhang

Zwischenwertsatzfür stetige Funktionensetzt als Definitionsbereichein Intervall voraus. Wie
verallgemeinert sich das „Intervall“ auf mehrere Dimensionen?

Definition : Ein topologischerRaum X heißt zusammenhängend, wenn es keine
Zerlegung X k U � V  gibt, in der U  und V  disjunkt, offen und nicht leer sind.
Eine Teilmenge X 0 4 X  heißt zusammenhängend, wenn sie es als Teilraum ist.

Beispiel 1: Die Hyperbel H k ���x 5�� 2 � x1
2 0 x2

2 k 1�  hängt nicht zusammen:

http://www.skriptweb.de



1.5 Zusammenhang Seite 12/50

Beide Äste: punktfremd (also disjunkt), nicht leer, H-offen.

Beispiel 2: Ein Intervall I ���  ist zusammenhängend.

Satz (Zwischenwertsatz): Der DefinitionsbereichX der stetigenFunktion f : X �v�
seizusammenhängend.Fernerseiena undb Punktein X. Dannnimmt f jedenWert
zwischen f � a �  und f � b �  an.

Beweis: Königsberger
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2. Differenzierbare Funktionen

2.1 Differenzierbarkeit und partielle Differenzierbarkeit

Eine Funktion f einer reellen Veränderlichen ist in a differenzierbar, wennX lim
h � 0

1
h � f � a � h �]0 f � a ��� .

Gleichwertigdamit ist die Existenzeiner (von a abhängigen)linearenAbbildung L : ����� , so
dass

lim
h � 0

1�
h
�?� f � a � h �]0 f � a �]0 L h ��k 0

gilt. Dabei ist dann L h k f' � a � 0 h .�
a ��� n ,

�
h ��� n ,

�
a � �h ��� n

I. Der Begriff der Differenzierbarkeit

Definition : f : U �v� auf einer offenenMenge U 4�� n heißt differenzierbar im
Punkt �a 5 U , wenn es eine lineare Abbildung L : � n ���  gibt, so dass

(1) lim�
h � 0

f � �a � �h �]0 f � �a �]0 L �hn �h n k 0 .

Dabei ist esgleichgültig,welcheNorm verwendetwird, da manzeigenkann,dass
alle Normen auf � n  zueinander äquivalent sind.

Oft formuliert man (1) anhanddes durch f � �a � �h � k f � �a � � L �h � R � �h � erklärten Restes
R � �h � . Sie lautet dann:

(1') lim�
h � 0

R � �h �n �h n k 0 .

Lemma: Die Bedingung (1) wird von höchstens einer linearen Abbildung L erfüllt.

Beweis: Ist L* eine weitere, so gilt für jeden Vektor �v  mit n �v n k 1� L 0 L* ���v k lim
t � 0

� L 0 L* � � t �v �n t �v n k 0 .

Die Mengeder Einheitsvektorenspannenden ganzen � n auf, und da �v beliebig war, und

t �v 5�� n  � n  aufspannt �  L k L* .

Definition : Die eindeutigbestimmtelineareAbbildung L heißt dasDifferenzial oder
totalesDifferenzial oderLinearisierung derFunktionf im Punkt �a undwird mit
d f � �a �  oder d f �a  bezeichnet.

Sei  e1, ¡ ,  en  die Standardbasis des � n . Wegen der Linearität von d f � �a �  gilt für jeden Vektor¢
h £ ¤ h1, ¥ ,hn ¦ T §H¨ n

d f � �a � 0 �h kª©«­¬ 1

n ®
d f � �a � 0 �e«°¯ 0 h «

(dies ist sozusagen ein Skalarprodukt, das Ergebnis ein Skalar).
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lim
h ² 0

f � �a � h �ó0 f � �a �ñ0 L �h³ �h ³ k 0 ´ : d f : � n �µ� .

h1 k �h 0 �e1

Definition : Die 1-zeilige Matrix �f' � �a � : k � d f � �a � 0 �e1, ¶ ,d f � �a � 0 �en � nennenwir die
Ableitung von f in �a .
Der Wert d f � �a � 0 �h ergibt sich durch Multiplikation der Matrix �f' � �a � mit dem
Vektor ·h ¸H¹ n :

d f � �a � 0 �h k �f' � �a � 0 �h ;
Die Funktion T f � �x ; �a � : k f � �a � � �f' � �a � 0 � �x 0 �a � heißtdie lineare Approximation
von f in �a .
Ist f reell, so stellt
xn º 1 » T f ¼¾½x ; ½a ¿

eine Hyperebene im � n À 1  dar.
Sie heißt Tangentialhyperebene an den Graphen von f in Á �a , f � �a � Â .

Satz: Wie im Fall n k 1  gilt: Eine in �a  differenzierbare Funktion ist dort auch stetig.

Beweis: In f � �a � �h � k f � �a � � L �h � R � �h �  gilt L �h � 0  und R � �h � � 0  für �h � 0 .

Beispiele 1:

f : ¹ 2 Ã ¹ ;

f Ä Å x
y Æ Ç k f � x �e1

� y �e2 �Èk f � x , y � ;

z.B. f » e2x É y ;

[Grafik]

Sei�a k Ê x0

y0 Ë , �h k Ê x 0 x0

y 0 y0 Ë ;

Änderungvon f um x0, y0
� x , y bestehtaus 2 getrenntenTeilen, der Änderungin x und der

Änderung in y.

f � x , y0 �Ì :g Í x Î k f � x0, y0 �Ì g Í x0 Î � � x 0 x0 � 0 d f � x0, y0 � 0 �e1 k g' � x � ;

f � x0, y �Ì : ÏÐÍ y Î k f � x0, y0 �Ì ÏÑÍ y0 Î � � y 0 y0 � 0 d f � x0, y0 � 0 �e2 k$Ò ' � y0 � ;�f' � x0, y0 �Èk Ó g' � x0 � , Ò ' � y0 � Ô ;

Konkret : Sei f ¼ x , y ¿ » e2x É y Õ C Ö .� x0, y0 �×k � 0,0 � ;
f � x , y0 �Øk f � x ,0 �×k : g � x �×k e2x ; g' ¼ x ¿ » 2e2x ; g' � 0 � k 2 ;

f � x0, y �Øk f � 0, y �×k : Ò � y �×k ey ; Ò ' � y �Èk ey ; Ù ' Ú 0 Û×Ü 1 ;

e2x Ý y k 1 � 2 0 x � 1 0 y � R Þ o � x2 � y2 � ß ; o: Landau-Symbol�f' � 0 � k � 2,1 � ;
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y á ;â

f ã x ä×å e2x Ý y å 1
f æ 0 çéè âf' ã 0 äëê âh ;

[Grafik „Qualle“][Grafik Achsen]

Tangentialebene:
z k f � x0, y0 � � g' � x0 � � x 0 x0 � � Ò ' � y � � y 0 y0 � ist die Gleichung einer Ebene. Es ist die

Tangentialebene zur Fläche w k f � x , y �  im ì 3 .
z k a x � b y ;

Beispiel 2: Sei f � �x � k �xT 0 B 0 �x , sei B k í bik î  eine symmetrische n ! n -Matrix. Es gilt:
f � �a � �h �Øk � �a � �h � T 0 B 0 � �a � �h �×k f � �a � � ï �aT 0 B 0 �h � �hT 0 B 0 �a ðñ 2 òhT ó B ó òa ñ L òh � �hT 0 B 0 �hñ R

;�aT 0 B 0 �h k ô
i j

ai bij h j k ô
j i

a j b ji hi k ô
i j

hi bij a j k �hT 0 B 0 �a ;

f � �a � �h �Øk f � �a � � 2 �aT 0 B 0 �h
L òh � �hT 0 B 0 �hñ R æ òh ç k f � �a � � d f � �a � 0 �h

2 òaT ó B ó òh ;

L �h: k 2 �aT 0 B 0 �h  definiert eine lineare Abbildung und R � �h � : k �hT 0 B 0 �h  erfüllt die Bedingung

 limòh õ 0

R � �h �n �h n k 0 ,

denn ö : k max ÷ øbik ø ù .ú
R Úüûh Û ú	ý8þ ÿ n2

� ûh � �2 .

Somit ist f in jedem Punkt �a  differenzierbar und es gilt:
d f � �a � 0 �h k 2 �aT 0 B 0 �h ;�f' � �a � k 2 �aT 0 B ;
f � �x � k �xT 0 B 0 �x ;

allgemein: �f' � �a � k �aT 0 B � B 0 �a ;

II. Darstellung des Differenzials durch Richtungsableitungen

Sei f in �a  differenzierbar. Es soll berechnet werden d f Ú ûa Û ÿ ûh , ûh � ì n .

f � �a � t �h � k f � �a � � d f � �a � 0 t �h � R � t �h �  �  t j 0  und �h j 0 .

d f � �a � 0 �h k f � �a � t �h ��0 f � �a �
t

0 R � t �h �
t n �h n 0 n �h n ;

Hatten aus (1'):�
lim�
h � 0

R � �h �n �h n k 0 � .

Daraus folgt:

(*)  d f � �a � 0 �h k lim
t � 0

f � �a � t �h �ñ0 f � �a �
t

;
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Definition : Sei f : U �
	 eine (nicht notwendigdifferenzierbare)Funktion in einer
UmgebungU 4 � n von �a 58� n . DannverstehtmanunterderAbleitung von f in�a  in Richtung des Vektors ûh � ì n  im Existenzfall den Grenzwert� �

h
f � �a � : k lim

t � 0

f � �a � t �h �ñ0 f � �a �
t

.

Definition : Die Ableitungen in den Richtungen �e1, 
 , �en der Standardbasisheißen
partielle Ableitungen von f und f heißtpartiell differenzierbar in �a , wenndort
alle partiellen Ableitungen� �

e1
f � �a � , ¶ ,

� �
en

f � �a �
existieren.

Man bezeichnet die partiellen Ableitungen auch:� �
e� f � �a �Øk ��� f � �a �×k � f�

x
� � �a �×k f x � � �a � ;

Bemerkung: Hier gehtwesentlichdie Linearität der Ableitungenein. Stattdie totale Änderung
einer Funktion von �a in Richtung �a � �h zu berechnen,kann man auch die partiellen
Änderungen entlang der Koordinatenachsenberechnenund addieren. Dies drückt
folgender Satz aus:

Satz: Eine in �a differenzierbareFunktionf hat dort Ableitungenin jederRichtung,ist
dort also insbesondere partiell differenzierbar. Für jeden Vektor�
h � � h1, � ,hn � T ��� n  gilt:

(**)  d f � �a � 0 �h k �f' � �a � 0 �h k � �h f � �a �×k�����
1

n � �
f � �a � h � .

Merke: Die Ableitung ist allgemein ein Vektor, während die partiellen Ableitungen Skalare sind!

Beweis des Satzes: Die Existenz aller Richtungsableitungen ist mit der Herleitung von

(*)  d f � �a � 0 �h k lim
t � 0

f � �a � t �h ��0 f � �a �
t

gezeigt.Mit d f 0 �h k �f' � �a � 0 �h und (*) sind die erstenbeidenGleichheitszeichenbewiesen.Das
letzte ist wegen
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d f � �a � 0 �e� k � � f � �a �
das gleiche wie

d f � �a � 0 �h k�����
1

n � d f � �a � 0 �e� � h � ; �h  "!#%$ 1

n �e# h # .

Aus (**) folgen explizite Formeln für die Ableitung und die lineare Approximation einer in&
a ')( a1, * ,an + T  differenzierbaren Funktion f:,
f' - ,a .�/ 021 1 f - ,a . , 3 , 1 n f - ,a . 4 ;

T f - ,x ;
,
a .�/ f - ,a .�5768�9 1

n 1 8 f - ,a .:- x 8 0 a ;<.= 9?>f' @ >a A @ >x B >a A .

Berechnung partieller Ableitungen:

Die Definition1 8 f - ,a .�/ lim
t C 0

f - ,a 5 t
,
e8 .ñ0 f - ,a .
t

mit Da 'FE a1, * ,an + T läuft darauf hinaus,in f G x1, H , xn I alle Variablen xk bis auf die J -te
konstant = ak zu setzenund dannnur noch die von x 8 abhängigeFunktion als Funktion dieser
einen Veränderlichen zu differenzieren.

Beispiel:

1. : f G x , y I K sin2x L e3 y ;
Deltax f - x , y .�/ 2cos2x M e3 y ; Deltay f - x , y .�/ 3sin2x M e3 y ;

2. : f - x, y . / x2 y3 5 y ln x ;

f x - x , y .�/N1 x f - x , y .�/ 2x y3 5 y
x

; f y G x , y I�K 3x2 y2 O ln x ;,
f' - ,x .�/ P f x - x , y . , f y - x , y . Q ;

3.  (Physik-Probeklausur): R - ,r .�/ q
4 S�T 0

eBVU r

r
/ q

4 S�T 0

eBWU x2 X y2 X z2

x2 5 y2 5 z2
;

Ableitungen nach den drei Komponenten: Y x , Y y , Y z .
Außerdem kann man nach dem Radialvektor ableiten:1 r R / R r / q

4 S"T 0

0[Z eB\U r r 0 eBWU r

r 2 ;

III. Das Hauptkriterium für Differenzierbarkeit

Um eine mittels KoordinatendefinierteFunktion f auf Differenzierbarkeitin
,
e zu untersuchen,

klärt man zunächst,ob sie partiell differenzierbarist. Wenn ok, dann prüft man weiter, ob die
lineare Abbildung

L : ] n ^`_ ,L
,
h /�a8%9 1

n 1 8 f - ,e . h 8
die Bedingung
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(1) lim>h C 0

f - ,a 5 ,h .]0 f - ,a . 0 L
,
hb ,

h
b / 0

erfüllt.

Beispiel: Parabelfalte:

f - x , y . : / c 2x y2

x2 5 y4 x d 0

0 x e 0
;

Die Funktion ist von - 0,0 .  weg in alle Richtungen partiell differenzierbar.
x ^ f - x ,0 . / 0  und y ^ f - 0, y . / 0  und

t ^ f - t u , t v .�/ 2 t u v2

u2 5 t2 v2 - u d 0 .
sind stetigund differenzierbar.Dagegenist f - x , y . für y d 0 auf der Parabel x / y2 konstant,
f / 1 . Daher ist f unstetig in - 0,0 .
f - x , y ^ 0 .f/

x 9 y2
1 ;

f G 0, y IgKy C 0
0 ;

Differenzierbarkeitskriterium:

Existierenin einer UmgebungU von
,
a hi] n alle partiellenAbleitungen 1 1 f , 3 , 1 n f und sind

diese im Punkt 
,
a  stetig, so ist f in 

,
a  differenzierbar.

Beweis: Nehmenf als reell an,sonstfür Re f und Im f separatbeweisen(weil f differenzierbarj  Re f  und Im f  sind differenzierbar).
Wir zeigen, dass die
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L : ] n ^ ] , L
,
h: / a8�9 1

n 1 8 f - ,a .kM h 8
die Bedingung(1) erfüllt. Sei Q ein offener, achsenparallelerQuaderin U mit

,
a h Q . Jeder

Punkt
,
a 5 ,h h Q kann mit

,
a durch einen stückweiseachsenparallelenStreckenzugin Q

verbunden werden. Man setze deren 
,
a0: / ,a  undl

a m : n l
a m�o 1 p h m lem , q<r 1, s , n ,

wobei th u v h1, w ,hn x T .

Insbesondere ist yan z ya { yh .

Dann gilt:

f |\}a ~ }h ��� f |\}a �������� 1

n �
f |�}a � ��� f |�}a ��� 1 ��� ;

Nun werden die einzelnen Differenzen der Summe nach dem Mittelwertsatz der
Differenzialrechnung einer Veränderlichen umgeformt.
Sei dazu:� � | t � : � f

� }a ��� 1 ~ t h ��}e� � t ��� 0 , 1 � .

Mit geeigneten Zahlen � � ��� 0 , 1 �  ist dann nach Definition von � � f :� � | 1 ��� � � | 0 ��� � ' � | � � ��� h � � � f | }a ��� 1 ~ � � h � }e� � .
Mit  ���� : � �a

���
1 �¡  � h

� �e�  gilt also:
f | }a � ��� f | }a ��� 1 �¢� h � � � f | }£ � � .

Damit folgt:

f |\}a ~ }h ��� f |\}a ��� L }h �¤���� 1

n ¥ � � f | }£ � ��� � � f |\}a ��¦�§ h � .

Hieraus erhält man die Abschätzung¨
f | }a ~ }h ��� f | }a ��� L }h ¨%©«ª }h ª­¬ ���� 1

n ® � � f | }£ � ��� � � f | }a � ® .

Für }h ¯ 0  gilt }£ � ¯ }a  für °�± 1 , ² , n .
Wegen der Stetigkeit aller partieller Ableitungen in }a  folgt daher, dass® � � f | }£ � ��� � � f | }a � ® ¯³´�µ%¶ ³

a
0 ;· lim³

h
¶

0

f | }a ~ }h �¸� f | }a ��� L }h¹ }h ¹ ¬ � 0 º
Beispiel: Differenziation rotationssymmetrischer Funktionen

F : I »½¼  auf I ¾ � 0 , ¿ � ;

K | I � : � À x �ÂÁ n Ã ¹ }x ¹ 2 � x1
2 ~ x2

2 ~ÅÄÆ~ xn
2 � : r � I Ç

eine Funktion f durch f | }x � : � F | r � .
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Sei I offen, F sei stetig differenzierbar ¯  K | I �  offen.
F hat Ê }x � K | I �  die partiellen Ableitungen� � f | }x ��� F' | r �

r
x � |Ë��� 1 , Ä , n � .

Da � � f  stetig ·  f differenzierbar}f ' | }x ��� F' | r �
r

| x1 , Ä , xn � ;

z.B. Ì 3 : f � 1Í }x Í � 1
r
� 1

x2 ~ y2 ~ z2 , � x f �Î� 1

r 2

x
r

, � y f �Î� 1

r 2

y
r

, � z f �¡� 1

r 2

z
r

;}f ' | }r ���Â� }r
r 3 ;

D.h. bei radialsymmetrischen Funktionen ist die Ableitung besonders einfach.

Definition : f : U »�¼ auf einer offenenMenge U ¾ÂÁ n heißt differenzierbar auf
U, total differenzierbar auf U, wenn sie auf jedemPunkt }x � U differenzierbar
ist.
Eine differenzierbare Funktion heißt stetig differenzierbar auf U, wennÏ
f ' : U »Ð¼ , }x ¯ Ñ � 1 f |2}x � , Ä , � n f |V}x � Ò stetig ist. Das ist genaudann der

Fall, wennalle partiellenAbleitungen � 1 f , Ä , � n f auf U existierenund stetig
sind, weswegen f auch stetig partiell differenzierbar  heißt.
Der Vektorraum der stetig differenzierbarenFunktionenauf U: C1 | U � . Sei
A ¾ÂÁ n beliebig. Eine Funktion f : A ¯ÐÓ nennenwir stetig differenzierbar

auf A, wenn Ô U offen mit A ¾ U und Ô einestetigdifferenzierbareFunktion
F : U »Ð¼  mit F Õ A � f  gibt.

F Õ A : „F eingeschränkt auf A“

IV. Gradient

Auf Á n  sei Skalarprodukt | Ä , Ä �  gegeben. 13.1 Standardskalarprodukt:Ö
a × Öb ØÚÙ

i Û 1

n

ai bi .

Das Differenzial d f | }a � einer in }a differenzierbarenreellen Funktion kann mit Hilfe eines
eindeutig bestimmten Vektors }g �ÎÁ n  wie folgt dargestellt werden:
d f | }a � }hÜ

L Ýh ��| }g , }h � Ê }h �¡Á n

.

Definition : Der vom SkalarproduktabhängigeVektor }g heißt Gradient von f in }a
und wird mit grad f | }a �  bezeichnet.
Damit lautendie denGradientencharakterisierendeBedingungund die Darstellung
von d f | }a �  durch die Richtungsableitungen:

d f | }a � }h � � Ýh f | }a ��� Þ grad f | }a � , }h ß .

Im wichtigen Fall des Standardskalarprodukts ist
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grad f | }a �  wegen� Ýh f | }a ����àá�â 1

n � á f | }a � h á
der Spaltenvektor

grad f | }a ��� ã � 1 f | }a �ä� n f | }a � å � : }æ f | }a � .

Nabla-Operator; englisch: del operator.

Beispiel: f ç x , y , z è é ex ê 2 y ë 2 x sin z ë z3 x y ;}æ f � grad f | x , y , z ��� ì f x

f y

f z í � î ex ï 2 y ~ 2 sin z ~ z2 y
2 ex ï 2 y ~ z2 x

2 x cos z ~ 2 z x y ð ;

Wir können aber die lineare Approximation von f | }x �  nahe ñx0 ò¡ó n  schreiben:

f | }x ��� f | }x0 �¢~ grad f | }x0 �W§�| }x � }x0 ��~ O | ô }x � }x0 ô 2 �¢� f | }x0 ��~ }æ f | }x0 �W§õ| }x � }x0 �¢~ O | ô }x � }x0 ô 2
. }f ' | }r � ¯ grad f | }r � .

Es bezeichne nun 
¹ Ä ¹  die mit dem Skalarprodukt gegebene Norm |F� ¹ Ä ¹ 2 � .

Wegen }a § }b � ¹ }a ¹ ¹ }b ¹ cos ö | }a , }b �  folgt:}h : � }x � }x0 , � Ýh f � }æ f §õ| }x � }x0 � ;� Ýh f |\}a ��� ¹ grad f |\}a � ¹÷¹ }h ¹ cos öø| grad f , }h � .

(i)
¹
grad f | }a � ¹ ist das Maximum der Richtungsableitungen � Ýh f | }a � nach den

Einheitsvektoren:¹
grad f | }a � ¹ � max ù � Ýh f | }a � ú ¹ }h ¹ � 1ûü� : M .

(ii) Im Falle M ý 0 gibt esgenaueinenEinheitsvektor }v mit � Ýv f | }a ��� M und mit diesemist
grad f | }a � � M }v .

Der Gradient weist dann in die Richtung des steilsten Anstiegs.

[Grafik Höhenschichtlinien]

Beispiel: Im Falle der radialsymmetrischen Funktion

f � 1þ }x þ
fanden wir

grad f �Î� }x¹ }x ¹ 3 ,

d.h. der Vektor weist in Richtung der Kugelmitte.

[Grafik Kugel]
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Wir können also für jede auf D ¾ÂÁ n  total differenzierbare Funktion
f und für jeden Einheitsvektor }v �ÂÁ n , 

¹ }v ¹ � 1 , sagen, dass� Ýv f |2}x �¢� }æ f |2}x �Ë§�}v � grad f |2}x �W§�}v � ÿ
i â 1

n

f xi
|V}x �W§ vi

die Richtungsableitung bzw. der Anstieg von f an der Stelle }x  in
Richtung }v  darstellt.

2.2 Rechenregeln: Kettenregel

AlgebraischeRegeln:Sind f , g : U ¯½Ó differenzierbarin }a � U , dannsind auch f ~ g und
f § g  in }a  differenzierbar und es gilt
d | f ~ g � | }a � � d f | }a � ~ d f | }a �
d | f § g � | }a � � g | }a � d f | }a � ~ f | }a � d g | }a � .

Ist außerdem g | }a � ý 0 , so ist f
�
g  differenzierbar in }a  und es gilt

d

�
f
g � | }a �¢� g |\}a � d f |\}a �¢� f |\}a ��� d g |\}a �| g | }a � � 2 .

Beweis: Einsetzen wie 1-D}æ | f g � � f }æ g ~ g }æ f .

In Verallgemeinerungder Richtungsableitungberechnenwir die Ableitung einer Funktion längs
einer Kurve. Wir betrachten dazu eine Situation

I ¯ � U ¯ f Ó ,

in der I ¾ÎÁ n ein beliebiges,nicht notwendigoffenesIntervall in � und U ¾ÎÁ n eine offene
Menge ist.

Kettenregel: Sei ��	��
�� 1 , 
 , � n � T : I � U differenzierbar in t0 und f: U ���
differenzierbarin a �	�Â| t0 � . Dannist die zusammengesetzteFunktion f � �� differenzierbarin
t0  und hat dort die Ableitung
d | f � }� �
d t

| t0 �¢� d f | }a ���}�Â| t0 ��� grad f | }a �V§��}�Â| t0 �����
i â 1

n � i f | }a � �� i | t0 �¢�	� grad f | }a � , �}�Î| t0 ���
.

Kettenregel
d | f � }g �
d t

| t0 ��� grad f | }a �W§ } ��Î| t0 ��� �
i â 1

n � i P | }a � �� i | t0 �
I � Ý� U � f �

Beweis: Nach Voraussetzung gilt:}�Î| t0 ~ k ��� }�Î| t0 ��~ } ��Î| t0 � k ~ }r 1 | k �� k  
mit lim

k ! 0 "r 1 # k $&%('
f | }a ~ }h ��� f | }a ��~ d f | }a � }h ~ r 2 | }h � ¹ }h ¹
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mit lim
h ! 0 "r 2 # h $)%*'}h � }�Î| t0 ~ h ��� }�Î| t0 �+

: â Ýa� | }�Â| t0 ~ h �­��� � | }�Î| t0 ����~ d f | }�Â| t0 �­�
R | k ��� d f |\}a �[}r 1 | k �  k  ~ r 2 | }�Î| t0 ~ k ��� }�Î| t0 ���¹ } ��Î| t0 � k ~ r 1 | k �  k  ¹

Restglied hat Eigenschaft

lim
k ! 0

R | k �
k

� 0

Beispiel 1: Es sei f: Á 2 ¯ Ó eine differenzierbareFunktion. Durch Zusammensetzungmit der
Polarkoordinatenabbildung P2 : Á 2 ¯ Á 2

P2 | r, � � : � , r cos
�

r sin
� -

erhält man die Funktion F : � f § P2 :

F | r, � ��� f . / x
y 0 1 � f | r cos

�
, r sin

� �
f | }x �&2 f | x1, x2, x3, Ä , xn �

hat partielle Ableitungen wie folgt:
Wir wenden Kettenregel bei festgehaltenem 3 .}�Â| r � : � , r cos

�
r sin

� -
F r | r ,

� ��� f x | r cos
�

, r sin
� � d � x

d r
~ f y | r cos

�
, r sin

� � d � y

d r

Kettenregel bei festgehaltenem r, dann ist} 4 : � , r cos
�

r sin
� -

F 5i| r ,
� ��� f x | r cos

�
, r sin

� � d 4
x

d
� ~ f y | r cos

�
, r sin

� � d 4
y

d
�%	6 f x r sin 798 f y r cos 7

Beispiel: f � x y

F | r ,
� ��� f | r cos

�
, r sin

� ��� r 2 sin
�

cos
�

F r � 2 r sin
�

cos
�

F r � f x cos
� ~ f y sin

� � y cos
� ~ x sin

� � r sin
�

cos
� ~ r cos

�
sin

�
F 5 � r 2 | cos

�
cos

� � sin
�

sin
� �

F 5g�Î� f x r sin
� ~ f y r cos

� ��Î� y r sin
� ~ x r cos

� ��Î� r 2 sin2
� ~ r 2 cos2

�
;

Beispiel 2: Auf : seiein Skalarproduktgegeben.Sei f : U ;=< einedifferenzierbareFunktion
auf eineroffenenMenge U ¾ÎÁ n . Weiter sei >? : I ; U einedifferenzierbareKurve, die in einer
Niveaumenge von f verläuft, d.h. es gäbe eine Konstante c @A< :
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f BC�Î| t � D � c Ê t � I .
Dann gilt Ê t � I :
grad f B }�Î| t � D�E �}�Â| t � ;

Beweis: 

Da f F >?  konstant:
d
d t

| f § }� ��� 0 .

2.3 Kurvenintegral

Satz: Sei f : U ;�G eine C1 -Funktion auf einer offenenMenge U ¾¡Á n . Weiter
seien }a , }b � U und >? : H�I , JLKM; U eine C1 -Kurve in U mit >?ON IQP&R >a und>?	N JSP&R >b . Dann gilt:

f | }b ��� f | }a ���OT UV d f B }�Î| t � D �}�Î| t � d t �OT UV grad f B }�Â| t � D §W�}�Î| t � d t .

Beweis: Behauptung folgt aus Kettenregel und dem Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung, da der Integrand die Ableitung von f N >? P  ist.

Beispiel: Eine konservative Kraft }K  besitzt ein Potenzial U, so dass }K � � gradU  ist.
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grad f
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z.B. Zentralkraft>K R I >rc >r c 3 N >r d 0 P  ·  U R Ic >r c .

Die längs einer nicht durch Null gehendenregulärenKurve >w : H a , b K&;e< 3 geleisteteArbeit
beträgt:f g

w

}K § d }r �Â� f g
w

gradU § d }r �Â� f
a

b

gradU § �}w | t � d t � U h }w | a ��i � U h }w | b �ji
und ist unabhängig vom Weg }w , der durchlaufen wird.

Schrankensatz: Eine C1 -Funktion f : K ;=G auf einer kompakten
zusammenhängenden Menge K ¾ Á n  ist Lipschitz-stetig, d.h. mit¹ }f '

¹
K : � max

gkml
K npo � 1 f | }£ � o ~ÅÄÆ~ o � n f | }£ � o q

gilt für beliebige }x , }y � Kr
f |�}y ��� f |2}x � r © ¹ }f '

¹
K § ¹ }y �Î}x ¹ts .

(
¹ Ä ¹ s : Maximumsnorm)

Beweis: Königsberger

2.4 Höhere partielle Ableitungen

Die partiellen Ableitungen � 1 f , Ä , � n f können ihrerseitspartiell differenzierbarsein. Man
definiert:

Definition : Die Funktion u ij f : v u i u j f v u i w u j f x heißenpartielle Ableitungen 2.
Ordnung von f. Weitere Bezeichnungen dafür sind:
f x j xi

 und� 2 f� x j � xi

.

Beispiel: f w x , y x v xy  auf Á + y Á .
f x z x , y {&| y xy } 1 ;

f y z x , y {~| xy ln x ;

f xx z x , y {&| y z y � 1 { xy } 2 ;

f xy z x , y {)| xy } 1 z 1 � y ln x { ;

f yx z x , y {&| xy } 1 z 1 � y ln x { ;

f yy z x , y {)| xy z ln x { 2 .

Im Allgemeinen: f xy � f yx !

Satz von Schwartz: Die Funktion f besitze in einer Umgebungvon }a �ÎÁ n die
partiellen Ableitungen u i f , u j f  und u ji f . Ferner sei u ji f  in }a  stetig.
Dann existiert auch u ij f w��a x , und es gilt:u ij f wp�a x&v u ji f wp�a x .

Beweisskizze: Beruhtauf 2-dimensionalesAnalogondesMittelwertsatzesderDifferenzialrechnung
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einer Veränderlichen. Siehe Königsberger.

Definition : Sei U ¾ÎÁ n offen. Eine Funktion f : U ��� heißt k-mal stetig
differenzierbar oderauch Ck -Funktion, k � 2 , wennalle partiellenAbleitungen�

i 1 � �
i k

f  k-ter Ordnung auf U existieren und stetig sind.
Den Vektorraumder Ck -Funktionenauf U bezeichnetCk w U x . Man definiert
C �Q� U � : � �

k � 1
� CK � U � .

Lineare Differenzialoperatoren

Ersetzt man in Polynom P

P w x x&v �
k 1 � k n

ak 1 � k n����� x1
k 1 x2

k 2 � xn
k n

die Veränderlichen xi durch u i , so entstehtein linearer Differenzialoperator P � D � mit
konstanten Koeffizienten. P Grad k, so definiert man eine lineare Abbildung

P � D � : C k � U � � C � U �
P � D � f : � � ak 1   k n ¡ 1

k 1 ¢ ¡ n
k n f

Dabei£
i
P ¤ £

i

£
i

£
i ¥ £

i¦
p-mal

.

Definition : Ein Skalarenfeld f : U §e¨ U ©�¨ n ordnetjedem ªx « U einereelle
Zahl f ¬ ªx ­  zu.
Ein Vektorfeld ist ªv : U §�¨ n ¬ n ® 1 ­ , die jedemPunkt ªx « U ein ªv ¬ ªx ­m«O¨ n

zuordnet.
Eine Kurve in U heißt Feldlinie des Vektorfeldes ªv , wenn ªv ¬ ªx ­ in jedem
Kurvenpunkt ªx  parallel zur Kurventangente ist.
Man spricht von einem Cr-Skalarenfeld f bzw. einem Cr-Vektorfeld ªv auf U,
wenn f bzw. ªv  Cr-Funktionen sind.

Beispiel: n ¯ 3 ;

1) Zentrales Kraftfeld: ªK ¬ ªx ­&¯ c° ªx ° 3 ªx ªx ± 0

2) Laminare Rohrströmung

http://www.skriptweb.de
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ªv ¬ ªx ­&¯ ªv ¬ x1 , x2 , x3 ­&¯ c ² 0
R2 ³ x1

2 ³ x3
2

0 ´
mit x1

2 µ x3
2 ¶ R2 , c ® 0 .

3) Feldlinien eines Vektorfeldes

Definition : JedemC1 -Skalarfeld f : U §�¨ , U ©�¨ n wird dasVektorfeldGradient
zugeordnet:
grad f : U §e¨ n ,

grad f ¬`ªx ­&¯ · f· x1

¬ ªx ­¸· f· xn

¬ ªx ­ .

Jedem C2 -Skalarenfeld f : U §�¨ , U ©O¨ n wird mit demLaplace-Operator¹
 das Skalarenfeld 

¹
f  zugeordnet:¹

: U ºe» 1 ,

http://www.skriptweb.de
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f ÁZÂx Ã&ÄÆÅ

i Ç 1

n È 2fÈ
xi

2 ÁÉÂx Ã .

Zu jedem C1 -Vektorfeld Êv : U ËeÌ n definiert manein SkalarenfeldDivergenz
div Êv  und ein Vektorfeld Rotation rot Êv .
div Êv : U ËÍÌ ,

div Âv ÁÉÂx Ã)ÄÆÅ
i Ç 1

n È
viÈ
xi

ÁÎÂx Ã ,

rot Êv : U Ë�Ì n ,

rot Êv Ï Êx Ð&Ñ Ò Êe1 Êe2 Ó ÊenÔÔ
x1

ÔÔ
x2

Ó ÔÔ
xn

v1 v2 Ó vn

Ò  (Determinante)

Speziell Õ 3 :

rot Êv Ï Êx Ð&Ñ Ö Êe1 Êe2 Êe3ÔÔ
x

ÔÔ
y

ÔÔ
z

vx vy vz

Ö�Ñ Êe1 × Ô vzÔ
y Ø Ô vyÔ

z ÙÚØ Êe2 × Ô vzÔ
x Ø Ô vxÔ

z ÙÚÛ Êe3 × Ô vyÔ
x Ø

;

Beispiel: Üv Ý Üx Þ&ßXà Üa á Üx , Êa Ñ const

div Êv Ï Êx Ð&Ñ Ô
vxÔ
xâ ã
0

Û Ô
vyÔ
yä ã
0

Û Ô
vzÔ
zå ã
0

Ñ 0 ;

rot Êv Ñ æèç Êe1 Ï a y z Ø az y ÐØ ç Êe2 Ï ax z Ø az x Ðç Êe3 Ï ax y Ø ay x Ð é Ñ 2 ç Êa ;

rot grad f Ñ 0 ;
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a1 a2 a3

b1 b2 b3

ëìÑ í Êe1 Ï a2 b3 Ø b2 a3 ÐØ Êe2 Ï a1 b3 Ø b1 a3 ÐÊe3 Ï a1 b2 Ø b1 a2 Ð î ;ï
a ð ïx ñ ò ïe1

ï
e2

ï
e3

ax ay az

x y z

òóñ ô ï
e1 õ ay z ö y az ÷ö ïe2 õ ax z ö x az ÷ï
e3 õ ax y ö x ay ÷ ø ;

rot Êv Ï Êx Ð&Ñ Ô
vzÔ
y Ø Ô vyÔ

zÔ
vxÔ
z Ø Ô vzÔ

xÔ
vyÔ
x Ø Ô vxÔ

y

;Ô
vzÔ
y
Ñ ÔÔ

y
Ï ax y Ø a y x Ð&Ñ ax ;Ô

vyÔ
z
Ñ ÔÔ

z
Ï az x Ø ax z Ð&Ñ Ø ax ;Ô

vxÔ
z
Ñ ÔÔ

z
Ï a y z Ø az y Ð&Ñ a y ;

Bemerkung: rot Êv Ñ 0  ù  wirbelfreies Feld

Beispiel: Die Wellengleichung hat die Form
1

c2 ú 2 ûú t2 üþý û ü�ú 2 ûú x2 ÿ�ú 2 ûú y2 ÿ ú 2 ûú z2 ; 
� Ñ A ei �k � �x � i � t ;

Bemerkung: 

�
1

c2

Ô 2Ô
t2 Ø�� 	 � Ñ 0 ;

Bemerkung: ý û ü 0  heißt Potenzialgleichung

Berechnung von  
 f für radialsymmetrische Funktionen

Sei f eine C2 -Funktion auf einem Intervall I � Ï 0 , � Ð  und

f 
��x � : � F �����x � 2 � �x � K 
 I ����� n

Mit  r : Ñ�� Êx � 2  gilt:Ô��
f Ï Êx Ð&Ñ F' Ï r Ð x

�
r

;Ô��2 f Ï Êx Ð&Ñ F'' Ï r Ð x
�

r

x
�

r Û F' Ï r Ð  1
r Ø x

�2
r 3 ! ;ÔÔ

x
� " 1

r # Ñ Ø x
�

r 3 ;
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x
� $ 1

x1
2 Û x2

2 Û&% Û xn
2 ' Ñ Ø 1

2
Ï % Ð)( 3

2 2 x
� Ñ Ø x

�
r 3 ;

r � x1
2 * x2

2 *&+,* xn
2 ��
 x1

2 *�+-* xn
2 � 12 ;

r 3 Ñ Ï % Ð 32 ;

� f Ï Êx Ð&Ñ F'' Ï r Ð Û n Ø 1
r

F' Ï r Ð ;

2.5 Taylorapproximation

Sei f : U .0/ eine CP 1 1 -Funktion, U ��Ì n offen. Seien Êa , Êx 2 U Punktederart,dassdie
Verbindungsstrecke in U liegt. Sei ferner
F : 3 0 , 1 45.6/  mit
F Ï t Ð : Ñ f Ï Êa Û t Êh Ð , Êh : Ñ Êx Ø Êa

Es zeigt sich, dassF eine CP 1 1 -Funktion ist auf 7 0 , 1 8 . Nachder Taylorformelfür Funktionen
einer Veränderlichen gilt:

F Ï 1 Ð)Ñ F Ï 0 Ð Û F' Ï 0 Ð Û 1
2

F'' Ï 0 Ð Û9% Û 1
P : F ; P < Ï 0 Ð Û RP = 1 ;

Durch wiederholte Anwendung der Kettenregel folgt:

F' 
 t ���?>
i @ 1

n A
i f 
 �a * t �h � hi ;

F'' Ï t Ð~Ñ?B
i C 1

n B
j C 1

n Ô
j

Ô
i f Ï Êa Û t Êh Ð hi h j ;

F ; k < Ï t Ð&ÑDB
i 1 C 1

n % B
i k C 1

n Ô
i 1 % Ô

i k
f Ï Êa Û t Êh Ð hi 1 % hi k

;

Einschub: Wenneine Formel über mehrereZeilen geht, gibt es folgendeKonvention:Man
trennt die Formel nur bei Operatoren der vier Grundrechnungsarten(Addition,
Subtraktion,Multiplikation und Division), der Operatorstehtam Anfangder neuenZeile
(aber nicht am Ende der alten Zeile).
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Bezeichnung: F Êu 2 U �OÌ n  und Êx Ñ Ï x1 , x2 , % , xn Ð T 2	Ì n  setzen wir:

dk f Ï Êu Ð Êxk : ÑDB
i 1 C 1

n % B
i k C 1

n Ô
i 1 % Ô

i k
f Ï Êa Ð xi 1 % xi k

.

dk f G Hu I Hxk ist ein homogenesPolynom vom Grad k (oder Null) und heißt
Differenzial k-ter Ordnung  von f  in Êu .
Speziell ist:
d1 f Ï Êu Ð Êx Ñ d f Ï Êu Ð J Êx  und
d0 f Ï Êu Ð Êx0 : Ñ f Ï Êu Ð ;

Dann gilt:
F ; k < Ï t Ð Ñ dk f Ï Êa Û t Êh Ð Êhk .

Definition : Taylorpolynom p-ter Ordnung auf f in Êa  ist:

T p f Ï Êx ; Êa Ð : ÑDB
k C 0

p
1
k : dk f Ï Êa ÐMÏ Êx Ø Êa Ð k .

Satz (Taylorformel und Restglied): Ist f : U K6L eine C p M 1 -Funktion,und sindÊa , Êx 2 U  Punkte, deren Verbindungsstrecke in U liegt, so gilt:
f Ï Êx Ð&Ñ T p f Ï Êx ; Êa Ð Û Rp = 1 Ï Êx ; Êa Ð ,

wobei das Restglied mit einem geeigneten NOQP9R Na , Nx S  in der Form

Rp = 1 Ï Êx ; Êa Ð&Ñ 1Ï p Û 1 Ð : dp = 1 f Ï ÊT Ð Ï Êx Ø Êa Ð p = 1

dargestellt werden kann.Ô
i v j Ø Ô j vi ;

T p f Ï Êx ; Êa Ð&Ñ B
k C 0

p
1
k : dk f Ï Êa Ð Ï Êx Ø Êa Ð k ;

Taylorpolynom 2. Ordnung

Definition : Für eine C2 -Funktion  f Ï Êx Ð  heißt die durch

d2 f UWVa XYVx2 Z [
i , j \ 1

n ]
ij f UWVa X xi x j

definierte quadratischeFunktion die Hesse-Formvon f Ï Êx Ð in Êx Ñ Êa und die
symmetrische n ê n -MatrixÊf '' Ï Êa Ð&Ñ H f Ï Êa Ð : Ñ ^ Ô 11 f Ï Êa Ð Ó Ô

1n f Ï Êa Ð_ _ _Ô
n1 f Ï Êa Ð Ó Ô

nn f Ï Êa Ð ` ; 
Ô

ij f Ñ Ô 2 fÔ
xi

Ô
x j a bx c ba ;

die Hesse-Matrix.
Sie heißt auchdie 2. Ableitung von f in Êa (so wie Êf ' Ï Êa Ð die 1. Ableitung
heißt).

d2 f Ï Êa Ð Êx2 Ñ ÊxT J Êf '' Ï Êa Ð J Êx ;
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T2 f Ï Êx ; Êa Ð&Ñ f Ï Êa Ð Û Êf ' Ï Êa ÐdJ�Ï Êx Ø Êa Ðe c grad f f ba g h f bx i ba g Û 1
2
Ï Êx Ø Êa Ð T J Êf '' Ï Êa ÐdJ Ï Êx Ø Êa Ð ;

Beispiel: f U x , y X Z xy . Wollen Taylorpolynom 2. Ordnung im Punkt Êa Ñ j 1
1 k .Êf ' Ï 1 , 1 Ð&Ñ l f x Ï 1 , 1 Ð , f y Ï 1 , 1 Ð m Ñ n y xy i 1 , xy ln x o f 1 , 1 g Ñ�Ï 1 , 0 Ð ;Êf '' Ï 1 , 1 Ð&Ñ p f xx Ï 1 , 1 Ð f xy Ï 1 , 1 Ð

f yx Ï 1 , 1 Ð f yy Ï 1 , 1 Ð q Ñ r 0 1
1 0 s ;

f xx t y u y v 1 w xy x 2 ; f xx y 1 , 1 z5{ 0 ;

T2 f | } x
y ~ ; } 1

1 ~ ��� 1 �9� 1 , 0 �dJ } x � 1
y � 1 ~ � 1

2
} x � 1

y � 1 ~ T � 0 1
1 0 � } x � 1

y � 1 ~� 1 � x � 1 � 1
2
� x � 1 , y � 1 � � y � 1

x � 1 � � 1 � x � 1 � 1
2
� x � 1 ��� y � 1 ��� 1

2
� y � 1 �5� x � 1 �� x � � x � 1 � � y � 1 � ;

2.6 Bedeutung der 2. Ableitung

2. Ableitung �  Krümmung

Durch Betrachten der sogenannten Schmiegquadrik an den Graphen f in ���a , vf � �a � � ,
xn � 1 � T2 f ���x , �a � ,

kann man den Verlauf einer Funktion in Umgebung eines Punktes �a  klassifizieren.

z.B. n � 2 : f � x , y �  kann eine Funktion lokal die Form

(1)eines ellipischen Paraboloids

(es geht in alle Richtungen rauf; der Querschnitt ist elliptisch)

(2)eines hyperbolischen Paraboloids
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(esgehtin zwei Richtungenrauf undin zwei Richtungenrunter– esentstehteineSattelform,der
Querschnitt ist hyperbelförmig)

(3)eines parabolischen Zylinders haben oder

(es geht nur in zwei Richtungen nach oben, der Rest ist flach)

(4)flach sein
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z.B. der Graph mit einem Flachpunkt in � 0 , 0 � , der überall hyperbolisch ist:
f � x , y � � 3 x2 y � y3  „Affensattel“:

Lokale Maxima und Minima

Definition : Sei f : X ��� , X ��� n . Man sagt,f hat in �a � X ein lokalesMaximum
bzw. Minimum, wenn es in X eine Umgebung V von �a gibt, so dass
f � �x � � f � �a � bzw. f � �x � � f � �a � � �x � V . WennV so gewähltwerdenkann,

dassdiese Beziehungenohne '=' gelten � �x � V � � �a   , so heißt �a isoliertes
lokales Maximum oder Minimum .
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NotwendigesKriterium : Sei U �¡� n offen. Hat f : U ¢0£ in �a ein lokales
Extremum und ist f in �a  partiell differenzierbar, so gilt:¤

1 f � �a � �&¥,� ¤ n f � �a � � 0 .
Für eine in �a differenzierbareFunktion f besagtdies, dass d f � �a � � 0 . Eine
solche Funktion heißt stationär in ¦a .

Beweis: Die durch F � t � : � f �§�a ¨ t �ek � in einem hinreichendkleinen Intervall um 0 ©�£
erklärte Funktion hat in t � 0  ein lokales Extremum. Also ist F' � 0 � � 0 . Damit folgt:¤

h f � �a � � F' � 0 � � 0 . q.e.d.

Daherhat einedifferenzierbareFunktionauf eineroffenenMengehöchstensanstationärenStellen
lokale Extrema.Ist aber f in �a stationärund hyperbolisch,so hat f einenSattelpunktund kein
Extremum.

Satz (hinreichendesKriterium) : Sei U �¡� n offen und sei f : U ¢6£ eine C2 -
Funktion mit �f ' � �a � � 0 . Dann gilt:

( det �f '' � �a � ª 0  und f xx �W�a ��« 0 )¬  alle Eigenwerte der Matrix �f '' � �a � ª 0­  f hat in �a  ein isoliertes lokales Minimum.

( det �f '' � �a � ® 0  und f xx �W�a ��« 0 )¬  alle Eigenwerte der Matrix �f '' � �a � ® 0­  f hat in �a  ein isoliertes lokales Maximum.

( det �f '' � �a � ® 0 )¬  �f '' � �a �  hat positive und negative Eigenwerte­  f hat in �a  kein lokales Extremum (Sattelpunkt).

(die Bedingung in Klammern gilt nur für £ 2 !)

Beweis: Königsberger, �xT ¯ �f '' ¯ �x .
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3. Differenzierbare Abbildungen

BetrachtenvektorwertigeAbbildungen �f � �x � , °f : £ m ¢�£ n . Besonderslineare Abbildungen

A : � m �±� n  (das sind m ² n -Matrizen) spielen dabei eine wichtige Rolle.

Begriff der Operatornorm:

0. (1.3) Lineare Abbildungen im K n ³  Km, Operatornorm

Wir habenunter1.3 erwähnt,dassjedelineareAbbildung K n ´ K m stetigist. Dagegenkanneine
lineare Abbildung eines unendlichdimensional-normierten Vektorraums (wie C1 µ 0 , 1 ¶ ) V in einen
normierten Vektorraum W durchaus unstetig sein.

Beispiel: Die Differenziation
D : C1 · 0 , 1 ¸5¢6¹ , D f : � f' � 0 �

ist in demmit derSupremumsnormversehenenRaum C1 µ 0 , 1 ¶ nicht stetig.Denndie Normender

Funktionen f n � x � : � sin n2 x
n

bilden eine Nullfolge, aber die Folge der Ableitungen f' n º x »�¼ n cosn2 x , insbesondere
f' n º 0 »5¼ n , divergieren:

lim
n ½ ¾ f n º x » ´ 0 ;

lim
n ½ ¾ f' n º 0 » ´À¿ ;

Lemma: Es seienV, W normierteVektorräume.Eine lineareAbbildung A : V � W
ist genau dann stetig, wennÁ

C ©�£ÃÂ � x � V : Ä A x Ä � C Ä x Ä .

Beweis: Folgt aus der Definition der Stetigkeit und Å - Æ -Kriterium. Siehe Königsberger.

Definition (Operatornorm): V , W seien normierte Vektorräume über K und
L Ç V , W � seiderVektorraumderstetigenK-linearenAbbildungenvon V in W .

Man nennt lineare Abbildungen auch lineare Operatoren, stetige lineare
Abbildungen auch beschränkte lineare Operatoren.
Für eine stetige lineare Abbildung A : V � W  definiert man die Operatornorm  :È

A
È

L É V , W Ê : ¼ sup Ë È A x
È Ì

x Í V ,
È
x
ÈÏÎ

1Ð .

Man schreibt nur Ä A Ä . Nach Lemma Ä A Ä ® Ñ . Geometrisch ist Ä A Ä der größte
„Dehnungskoeffizient“ der Abbildung A.

Bemerkung: Wegender Linearität der Abbildungist Ä A Ä ª 0 für A � 0 , Ò§Ó A ÒÏÔ Õ Ó ÕÖÒ A Ò
weil Ä x Ä � 1  ­  Ä Ç A × B Ø x Ä � Ä A x Ä × Ä B x Ä � Ä A Ä × Ä B Ä

Eigenschaften der Operatornorm:

1. � x � V  gilt Ä A x Ä � Ä A Ä Ä x Ä
2. U ´ B V ´ A W  mit U , V , W  normierten Vektorräumen und A , B  stetige lineare Operatoren.

Dann gilt die multiplikative DreiecksungleichungÄ A B Ä � Ä A Ä Ä B Ä
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Beweis: � x � U  ist Ä x Ä � 1  folgtÄ A B xÙ
y

Ä � Ä A ÄÚÄ B x Ä � Ä A ÄÛÄ B ÄÛÄ x Ä � Ä A ÄÛÄ B Ä
Beispiel: � n , � m mit Maximumsnorm. Ist º Aij » die Matrix des Operators A : � n �±� m

bezüglich der Standardbasen, so gilt:Ä A ÄÏÜ max Ý
j Þ 1

n ß
aij

ß
.

Den Vektorraum L Çà� n , � m Ø identifizierenwir mit � m á n der m ² n -Matrizenmit Elementen
in £ . Dabeiwird die Operatornormauf L Çà� n , � m Ø auchals Norm auf � m á n aufgefasstund
dann auch als Operatornorm bezeichnet.

Lemma: Eine Folge von Matrizen Ak â¡ã m ä n konvergiert in einer Operatornorm

gegen die Matrix A �¡� m á n  genau dann, wenn sie komponentenweise konvergiert.

I. Differenzierbarkeit

Im Folgendenseien X , Y endlichdimensionalenormierteVektorräumeüber K Ô £ oder Ô ¹ .
Ferner sei f : U � Y  eine Abbildung auf einer offenen Menge U � X .

Wichtigster Fall : X Ü � n , Y Ü � m  mit je einer Norm und�f Ü å f 1æ
f n ç : U �±� m , U ��� n

; �f Ç �x Ø : �x �è� n , �f ��� m ;

Standardfall: Auf dem Vektorraum L Ç X , Y Ø der K-linearen Abbildungenvon X nach Y
verwenden wir stets die von den Normen auf X  und Y  induzierten Operatornormen.é

A
éÏê

sup ë é A x
ìí X éî í
Y ï

Definition : �f : U � Y heißt differenzierbar oder total differenzierbar im Punkt�a � U , wenn es eine K-lineare Abbildung L : X � Y  gibt, derart, dass der durch�f Ç �a × �h Ø Ü �f Ç �a Ø × L �h × �R Ç �h Ø
in einer Umgebung von 0 � X  erklärte Rest �R  die Bedingung

limð
h ñ 0

�R Ç �h ØÄ �h Ä Ü 0

erfüllt.

Bemerkung: Wie bei denFunktionenzeigtman,dassesnur einesolcheAbbildungL gibt. Sie
heißt das Differenzial oder die Linearisierung von �f in �a und wird mit d f Ç �a Ø
bezeichnet. Es gilt:
d f Ç �a Ø � L Ç X , Y Ø , d.h. bezüglichder Basenin X und Y kann d f Ç �a Ø durch eine

Matrix dargestelltwerden.Diese heißt die Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix oder
auch die Ableitung von �f  (oder totale Ableitung) in �a  und wird mit f' Ç �a Ø  bezeichnet.
Falls dim X Ü dim Y , dann heißt det f' Ç �a Ø  die Funktionaldeterminante von �f  in �a .
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Beispiel: Jede lineare Abbildung òf : ó n ô ó m mit �f Ç �x Ø Ü A x , A �è� m á n , ist total
differenzierbar. Die Jacobi-Matrix ist

f
↔

' õ òx ö�÷ A
↔ ø òx ù�ó n .

Lemma: EineAbbildung �f : Ç �f 1 , �f 2 Ø : U � Y1 ² Y 2 in einedirekteSummeist genau

dann differenzierbar in �a � U , wenn dort �f 1 : U � Y1 und �f 2 : U � Y 2

differenzierbar ist. Gegebenfalls ist d f Ç �a Ø Ü ú d f 1 Ç �a Ø , d f 2 Ç �a Ø û .

Beweis: Sei �f 1 , �f 2  differenzierbar in �a . i Ü 1 , 2 .�f i Ç �a × �h Ø Ü �f i Ç �a Ø�× d f i Ç �a Ø �h × �Ri Ç �h Ø ,

wobei üRi  die Bedingung

limð
h ñ 0

�Ri Ç �h ØÄ �h Ä Ü 0

erfüllt. Wir setzen:
L �h : Ü ý d f 1 Ç �a Ø �h , d f 2 Ç �a Ø �h þ .

L ist die lineare Abbildung X � Y 1 ² Y 2  und mit ihr gilt:�f Ç �a × �h Ø Ü �f Ç �a Ø�× L �h × ý �R1 Ç �h Ø , �R2 Ç �h Ø þÿ
: Þ ðR � ðh � .�R Ç �h Ø  erfüllt ebenfalls

limð
h ñ 0

�R Ç �h ØÄ �h Ä Ü 0­ �f ist also differenzierbarin �a und hat dort dasDifferenzial d f Ç �a Ø Ü L . Umkehrung
analog.

Y1 Ü � �x   , Y 2 Ü � �y   ; Y 1 ² Y 2 Ü Y1
�

Y 2 Ü � Ç �x , �y Ø �
Korollar : EineAbbildung òf : U ��ó n ô ó m ist genaudannin �a � U differenzierbar,

wenn dort jede der Komponentenfunktionen f 1 , ¥ , f m differenzierbar ist.
Gegebenfalls gilt für òh ù�ó n :

d f Ç �a Ø �h Ü f' Ç �a Ø ¯ �h ,
wobei die Funktional(Jacobi)-Matrix:

f
↔

' Ç �a Ø Ü � ¤ 1 f 1 Ç �a Ø � ¤
n f 1 Ç �a Øæ æ æ¤

1 f m Ç �a Ø�� ¤
n f m Ç �a Ø 	 .

Beweis: Folgt aus der mehrmaligen Anwendung des Lemmas.

Gestalt der Jacobi-Matrix wegen der Differenziale der Komponenten
d f 
 Ç �a Ø �h Ü ¤ 1 f 
 Ç �a Ø h1 × ¥ × ¤ n f 
 Ç �a Ø hn Ü grad f 
 Ç �a Ø �h .�f Ü � f 1æ

f m � , f i Ç �x Ø �x �è� n
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Satz (Differenzierbarkeitskriterium) : Eine Abbildung�f Ü Ç f 1 , ¥ , f m Ø T : U �±� m , U �¡� n

ist in �a � U differenzierbar,wenn alle m ¯ n partiellen Ableitungen
¤ 
 f 
 ,
 ÷ 1 , � , n und � ÷ 1 , � , n in einerUmgebungvon �a existierenundin �a

stetig sind.

Beweis: Folgt aus Korollar, in 2.1 aufgestellte Differenzierbarkeitskriterien.

Man kann das Differenzial wie früher mit Hilfe von Richtungsableitungen berechnen:

d f Ç �a Ø �h Ü lim
t ñ 0

1
t � �f Ç �a × t �h Ø�� �f Ç �a Ø�� Ü :

¤ ð
h
�f Ç �a Ø .¤ ð

h
�f Ç �a Ø heißt Ableitung von �f in Richtung �h im Punkt �a . Die Ableitungeneinesin der

Richtungeiner festgewähltenBasis �e1 , � , �en für X heißenwieder partielle Ableitungenund
werden auch wieder mit 

¤
1
�f Ç �a Ø , ¥ ,

¤
n
�f Ç �a Ø  bezeichnet. Es gilt offensichtlich:

f'
↔ Ç �a Ø Ü � grad f 1 Ç �a Ø Tæ

grad f m Ç �a Ø T � Ü�� ¤ �f¤
x1

Ç �a Ø , ¥ ,
¤ �f¤

xn

Ç �a Ø�� Ü�� ¤ 1
�f Ç �a Ø , ¥ ,

¤
n
�f Ç �a Ø�� Ü! ¤ f i¤

x j

Ç �a Ø "
.

Beispiel 1: Polarkoordinaten

1.3 �  �Pn : # n $ # n  sind definiert durch �P2 Ç r , %�Ø : Ü & r cos %
r sin % '

und die Rekursionsformel(
Pn ) 1 Ç r , % 1 , ¥ , % n Ø : Ü * Pn Ç r , % 1 , ¥ , % n Ø ¯ cos % n

r sin % n + .

Funktionalmatrix von 

(
P2  lautet:

P'
↔

2 Ç r , %9Ø Ü ,.- (
P2- r

, - (
P2- % / Ü 0 cos % 1 r sin %

sin % r cos % 2 .

Ferner gelten die Rekursionsformeln:

P'
↔

n ) 1 Ü 3 P'
↔

n 4 P
↔

n sin % n

sin % n 0 , 5 , 06
n 7 1

r cos % n 8 9
n ) 1 : ; 9 n ) 1 : .

Funktionaldeterminante:

det P'
↔

2 < r , %>=�? r

und allgemein:

det P'
↔

n @ r n 7 1 cos A 2 B cosn 7 2 A n 7 1
.

Beispiel 2: Rechtsdrehungmit konstanterWinkelgeschwindigkeit C um eine Achsedurch den
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Nullpunkt mit Richtungsvektor Dn @FE n1 , n2 , n3 G T , HIDn H @ 1 , wird dargestellt durchJLK
x0 M Kx J t N 0 OPO :K

x
J
t O�N cos Q t

K
x0 R J 1 S cos Q t O J Kx0 T Kn O Kn R sin Q t

K
n U K

x0 .

Für 
K
v
J
t O N VKx J t O :

Behauptung: 
K
v
J
t O�NWQYX�S sin Q t

K
x0 R sin Q t

JLK
x0 T Kn O Kn R cos Q t

K
n U K

x0 Z N�Q K
n U Kx J t O .

Beweis: Es gilt die IdentitätK
a U J Kb U Kc O N J Ka T Kc O Kb S J Ka T Kb O Kc , insbesondereK
n U J[Kn U K

x0 O�N J[Kn T Kx0 O Kn S K
x0 , außerdemK

n U JPJLKx0 T Kn O Kn O�N 0 .

Abbildung \x ] \v ^ \x _�` C \n a \x  ist eine lineare AbbildungK
x b V

↔ K
x

mit konstanter Matrix

V
↔ ced

3 f 3 ,

daher gilt:

x'
↔ J

t O�N V
↔ N g Kv JhKe1 O ,

K
v
JiK
e2 O ,

K
v
JiK
e3 O j .K

v
J K
e1 O�NWQ K

n U K
e1 NWQ K

e2 n3 S�Q K
e3 n2k V

↔ N�Q l 0 S n3 n2

n3 0 S n1S n2 n1 0 m
Definition (KlasseC1): Eine Abbildung

K
f : U b Y auf eineroffenenMenge U n X

heißt stetig differenzierbar in U, wenn
1. 

K
f  in jedem Punkt 

K
x o U  differenzierbar ist

2. d f : U b L
J
X , Y O , 

K
x b d f

J K
x O  stetig ist.

Den Raumder stetig differenzierbarenAbbildungen A b Y bezeichnetman mit
C1 J A , Y O .
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Satz (Stetigkeitstest): Die Abbildung d f : U b L
J
X , Y O ist genaudann stetig,

wenn für alle 
K
h o X  die Abbildung

U b Y , 
K
x b d f

JvK
x O Kh Nxw�y

h

K
f
JvK
x O

stetig ist.

Satz (Kriterium für C 1-Differenzierbarkeit) : Eine AbbildungK
f N J f 1 , z , f m O T : U b|{ m , U }W{ n

ist genaudanndifferenzierbar,wenn alle Komponenten f i stetig differenzierbar
sind, und das ist nach 2.1 genau dann der Fall, wenn alle m T n partiellen
Ableitungen w�~ f �  in U existieren und stetig sind.

Definition : Die AbbildungK
f :

J
f 1 , z , f m O T : U b|{ m , U n�{ n

heißt k-mal stetig differenzierbar in U, wenn alle Komponentenfunktionen
f 1 , z , f m  k-mal stetig differenzierbar sind.

Den Raum nennt man C k J U , { m O  und man setzt wieder:

C ��� U , � m ��� �
k � 1
� Ck � U , � m �

.

II. Rechenregeln

Es sei Z ein weiterer endlichdimensionaler normierter Vektorraum.

Kettenregel

In V b yg U b yf Z (V offen in X, U offen in Y) sei
K
g differenzierbar in

K
a o V und

K
f

differenzierbar in 
K
b : N Kg J Ka O . Dann ist 

K
f � Kg  differenzierbar in 

K
a  und es gilt:

d
J K

f � Kg O J Ka O N d f
J K
g
J K
a O O � d g

J K
a O .

Für die Jacobi-Matrix heißt das:J K
f � Kg O '

J K
a O N f

↔

'
J K
g
J K
a O O T g↔ '

J K
a O .

Beispiel: Sei �f : U ��� n , U �e� n differenzierbar. Weiter sei
K
g : { p b|{ n eine lineare

Abbildung Kg J Kx O N A
↔ R Kb  mit det A

↔ �
0  („affine Abbildung“). Dann gilt fürK

F
J K
x O :

K
f
J
A
↔ K

x R Kb O
F
↔

'
J K
x O N f

↔

'
J
A
↔ K

x R Kb O T A↔ .

Allgemeine Produktregel

An die Stelle der Multiplikation von Zahlen K U K b K  tritt jetzt eine bilineare Abbildung�
: Y1 U Y 2 b Z ,

wobei Y1  , Y 2  , Z  endlichdimensionale normierte Vektorräume sind.

Beispiele:

a) die Multiplikation K U Y b Y  einer Zahl mit einem Vektor�
x2
K
f
JvK
x O � '

b) die Skalarprodukte Y U Y b�{  im Falle Y �x� :
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f
J K
x O T Kg J Kx O�N J Kf ,

K
g O�N��

i � 1

m

f i gi ; 
J K

f T Kg O '

c) Produkte von Matrizen bei passender Dimension, wie

A
↔ J K

x O , B
↔ J K

x O b A
↔ T B↔  oder A

↔ T B↔ S B
↔

A
↔

d) die Multiplikation A U A b A  in einer Matrizenalgebra A

Satz(Produktregel): Gegebenseienauf eineroffenenMenge U n X die AbbildungenK
f 1 : U b Y 1  und 

K
f 2 : U b Y 2  sowie die bilineare Abbildung 

�
: Y1 U Y 2 b Z .

Mittels �  definieren wir ein verallgemeinertes ProduktK
f 1 ��� Kf 2 : U b ZJ K
f 1 ��� Kf 2 O J�Ku O : N � J Kf 1

J�K
u O ,

K
f 2

J�K
u O�O .

Danngilt: Sind
K
f 1 und

K
f 2 in

K
a o U differenzierbar,dannist auch

K
f 1 � � Kf 2 inK

a  differenzierbar und für 
K
h o X  ist:

d
J K

f 1 ��� Kf 2 O J Ka O Kh N � J d f 1

J K
a O Kh ,

K
f 2

J K
a O�O R � J Kf 1

J K
a O , d f 2

J K
a O Kh O .

Mit Funktionalmatrizen:J K
f 1 � � Kf 2 O '

J�K
a O T Kh N � J f

↔

1 '
J[K
a O T Kh ,

K
f 2

J[K
a O�O R � J Kf 1

J�K
a O , f

↔

2 '
J[K
a O T Kh O .

Sind 
K
f 1  und 

K
f 2  stetig differenzierbar in U , dann ist es auch 

K
f 1 ��� Kf 2 .

Beispiel:K
f 1

J
x , y O�N   x2 R y2

x y ¡ : { 2 b|{ 2
; 
K
f 2

J
x , y O�N ¢ x

y £ : { 2 b�{ 2
;� : � 2 �¤� , 

J K
f 1 ,

K
f 2 Ohb K

f 1
T T Kf 2 N x

J
x2 R y2 O R x y2 ;

f
↔

1 ' N ¥ w K
f 1w x

,
w K

f 1w y ¦ N § 2 x 2 y
y x ¨ ;

f
↔

2 ' N ¥ w K
f 2w x

,
w K

f 2w y ¦ N § 1 0
0 1 ¨ ;K

h N © h1

h2 ª ;� J
f

↔

1 ' T Kh ,
K
f 2 O«N � ¬ ­ 2 x h1 R 2 y h2

y h1 R x h2 ® , ¢ x
y £ ¯ N J 2 x2 R y2 O h1 R 3 x y h2 ;� J K

f 1 , f'
↔

2 T Kh1 O�N � ¬   x2 R y2

x y ¡ ,
­ h1

h2 ® ¯ N h1

J
x2 R y2 O R h2 x y ;J K

f 1 ��° Kf 2 O ' T Kh N   3 x2 R 2 y2

4 x y ¡ T T Kh ;

Prüfung:
g N K

f 1 T Kf 2 N J x2 R y2 O T x R x y2 N x3 R 2 x y2 ;w x

J K
f 1 T Kf 2 O�N 3 x2 R 2 y2 ;w y

J K
f 1 T Kf 2 O�N 4 x y ;
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g ' N J Kf 1 T Kf 2 O�N   3 x2 R 2 y2

4 x y ¡ T

3.2 Schrankensatz

Zunächst verallgemeinern wir den Begriff der Supremumsnorm einer Funktion auf Abbildungen.

Sei K ein kompakterRaum,V normierterVektorraumund ± : K ² V eine stetigeAbbildung.
Man definiert dann:

Definition (Supremumsnorm): ³µ´¶³ K : · sup ³v´¹¸ x º ³ x » K .
Dadurch wird eine Norm auf dem Vektorraum C

J
K , V O der stetigen

Abbildungen von K in V erklärt. Sie heißt die Supremumsnorm auf C
J
K , V O .

Es seien X, Y endlich-dimensionale normierte K-Vektorräume. Dann gilt:

Satz (Schrankensatz): Sei f : K b Y eine C1 -Abbildung auf einer kompakten,
konvexen Menge K n X . Dann gilt für je zwei Punkte x , y o K¼

f
J
x O�S f

J
y O ¼�½!¾ d f

¾
K T ¾ x S y

¾
.

Dabei ist ³ d f ³ K  die Supremumsnorm von d f : K b L
J
X , Y O  bezüglich K:³ d f ³ K · sup¿ÁÀ

K
³ d f ¸ÃÂ º ³ L Ä X , Y Å .

Für den SonderfallK
f N Æ f 1Ç

f m È : K b|{ m , K nW{ n

ist¾
d f

¾
K N supÉÊÁË

K Ì maxÍ ÎÏÑÐ 1

n Ò w Ï f Í J KÓ O Ò Ô ;Õ K
f
J K
x O«S Kf J Ky O Õ�Ö ½!¾ d f

¾
K T ¾ Kx S Ky ¾ Ö ; ³Ø×x ³ Ù · max Ú Ûx1 ÛvÜ Ûxn Û Ý ;

Beweis: Wird zurückgeführt auf Fälle mit Funktionen.

Definition : Eine Menge heißt konvex, wenn Þ a , b o X  k  X a , b Z o X , wobeiX a , b Z : N ß a R t
J
b S a Oáà t o X 0 , 1 Z â .

3.3 Diffeomorphismen

Es seien X, Y endlich-dimensionale, normierte Vektorräume.

Definition : Eine lineare Abbildung f : X b Y heißt Isomorphismus, wenn sie
bijektiv ist.

Beispiel für eine lineare Abbildung, die kein Isomorphismusist: Eine Funktion, die auf eine
Konstante abbildet.
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Bemerkung: Wenn f  ein Isomorphismus ist, so ist f ã 1  eine lineare Abbildung.

Definition : Eine bijektive C1 -Abbildung f : U b V einer offenenMenge U n X
auf eine offene Menge V n Y heißt Diffeomorphismus, wenn die
Umkehrabbildung f ã 1 : V b U  ebenfalls eine C1 -Abbildung ist.

Bemerkung: Diffeomorphismen spielen in der Analysis eine ähnliche Rolle wie die
Homöomorphismenin der Topologie. Sie werden oft benutzt, um Probleme durch
geeignete Transformationen zu vereinfachen.

Beispiel: PolarkoordinatenabbildungPn ist diffeomorph,wennmandie Definitionsmengenwie in
1.3 wählt.

Elementare Eigenschaften von Diffeomorphismen

f : U b V sei ein Diffeomorphismus.g bezeichneseine Umkehrung. Dann bestehendie
Identitäten
g ä f · 1U  und f ä g · 1V .

Aus diesen ergibt sich aufgrund der Kettenregel für die Differenziale x o U  bzw. y N f
J
x O o V :

d g ¸ y ºiä d f ¸ x º�· 1X

d f ¸ x ºåä d g ¸ y º�· 1Y .

Da d  ein linearer Operator ist, folgt:

Satz: 
1. X und Y haben die gleiche Dimension.
2. d g

J
y O  und d f

J
x O  sind zueinander inverse Isomorphismen:

d g
J

y O N J d f
J
x O Oæã 1

oder ausgedrückt durch Jacobimatrizen:

g
↔

'
J

y O�N ç f
↔

'
J
x O è ã 1

.

Eine C1 -Abbildung f : U b V ist demnachnur ein Diffeomorphismus,wennalle Differenziale
d f

J
x O , x o U , Isomorphismensind. Im Falle X N Y NW{ n bedeutetdas,dassalle Ableitungen

f
↔

'
J K
x O ,

K
x o U , invertierbar sind.
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Im ë 1 gilt automatischIsomorphismus b Diffeomorphismus,denn wenn f o C1 und
f : I b J surjektiv ist, hat f' ein einheitlichesVorzeichen; f ist streng monoton und die

Umkehrfunktion nach den Regeln für die Differenziation von Umkehrfunktionen stetig
differenzierbar.

Satz: Sei f : U b V eine C1 -AbbildungeineroffenenMenge U n X auf eineoffene
Menge V n Y  mit den beiden Eigenschaften:
1. Jedes Differenzial d f

J
x O  Þ x o U  ist ein Isomorphismus.

2. f besitzt eine stetige Umkehrung g : V b U
Dann ist f ein Diffeomorphismus, d.h f ã 1 o C1 .

Beweis: Zeigen zunächst, dass g  Þ y o V  differenzierbar ist:
Sei dazu k o Y  derart gewählt, dass auch y R k o V . Wir setzen:
x : N g

J
y O , h : N g

J
y R k O S g

J
y O .

Da f  in x o U  differenzierbar ist, gilt:
(*)  f

J
x R h O N f

J
x O R d f

J
x O h R R

J
h O

mit

lim
h ì 0

R
J
h O¾

h
¾ N 0 .

Hieraus folgt mit der Invertierbarkeit von d f  und wegen f í g î 1X :
f
J
g
J

y R k OPOï ð
y ñ k

N f
J
g
J

y O�Oò ð
y

R d f
J
x OåX g J x R k O�S g

J
y O Z«R R

J
h O

.

(**) g
J

y R k O�N g
J

y O R ó d f
J
x O ô ã 1

k R R* J k O mit

R* J k O : NWS ó d f
J
x O ô ã 1

R
J
g
J

y R k O«S g
J

y O�O .
Nun zeigt man mit Abschätzungen, die die Stetigkeit von g ausnützen, dass

lim
k ì 0

R* J k O¾
k
¾ N 0 .

Dasbeweistdie Differenzierbarkeitvon g. Wir müssennochzeigen,dassg stetigdifferenzierbar
ist.
Aus (**) folgt für d g  die Darstellung

d g
J

y O�N õ d f ö g J y Oø÷ ù ã 1
.

Also ist die Zusammensetzungder Abbildungeng, d f und Inversion.Da diesestetigsind, ist
auch d g  stetig. q.e.d.

3.4 Satz über die lokale Umkehrbarkeit

Bisher nur globaleAussagen.Es zeigt sich aber,dassjede C1 -Abbildung, derenDifferenzial an
einer Stelle umkehrbar ist, ein einer kleinen Umgebung dieser Stelle ein Diffeomorphismus ist.
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f ú U 0 : U 0 b
diffeomorph

V

3.4 Satz über die lokale Umkehrbarkeit

Satz: X , Y seienendlichdimensionalenormierteVektorräume.Essei f : U b Y eine
C1 -Abbildung auf eine offene Menge U n X .

Im Punkt a o U  sei das Differenzial d f
J
a O : X b Y  ein Isomorphismus.

Dann gibt es eine offene Umgebung U 0 n U um a derart,dass V : N f
J
U 0 O

eine offene Umgebungvon b N f
J
a O ist und die eingeschränkteAbbildung

f : U 0 b V ein Diffeomorphismus.Die Umkehrabbildungg : V b U 0 hat in b
das Differenzial

d g
J
b O�N ó d f

J
a O ô ã 1

und im Fall X N Y Nx{ n  die Funktionalmatrix

g
↔

'
J K
b O�N û f

↔

'
J[K
a O ü ã 1

.

Beispiele zum Umkehrsatz:

Beispiel 1: Sei ýf : þ 3 ÿ þ 3  gegeben.K
f
J K
x O�N � x1 R x2 R x3

x2 x3 R x3 x1 R x1 x2

x1 x2 x3 �
Es gilt:

f
↔

'
J K
x O�N � 1 1 1

x2 R x3 x3 R x1 x1 R x2

x2 x3 x3 x1 x1 x2 � ;

det f
↔

'
J K
x O�N J x1 S x2 O J x1 S x3 O J x2 S x3 O ;

SeiK
a N � a1

a2

a3 �
ein Punkt mit

det f
↔ � �

a � � 0
(d.h. a1

�
a2

�
a3 ). Sei dann 

�
b : 	 �f � �a � .

Nach dem Umkehrsatz gibt es Umgebungen U 0  von 
�
a  und V  von 

�
b  sowie eine C1 -Abbildung
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g 	 � g1

g2

g3 � : V � U 0

derart, dass für 
�
y � V  und 

�
x � U 0  folgende Äquivalenz besteht:�

f
� �
x � 	 �y �  

�
x 	 �g � �y �

f 1

�
x1 , x2 , x3 ��	 y1 x1 	 g

�
y1 , y2 , y3 �

f 2

�
x1 , x2 , x3 ��	 y2 � x2 	 g

�
y1 , y2 , y3 �

f 3

�
x1 , x2 , x3 ��	 y3 x3 	 g

�
y1 , y2 , y3 �

Beispiel 2: Sei die Polarkoordinatenabbildung 
�

P2 ,�
P2

�
r , ����	 � r cos �

r sin � �
Die Ableitung

P
↔

2 '
� �
r , ����	 � cos � � r sin �

sin � r cos � �
ist in jedem Punkt � r , ���  mit r  0  invertierbar.

det P
↔

2 '
�
r , �!��	 r

Zu jedem Punkt"
x
y # 	 �

P2 $ r� %
mit r 	 x2 & y2  0  gibt es also eine Umgebung U 0  um'

r� (
und V um)

x
y *

derart, dass die Einschränkung

P
↔

2 : U 0 � V
eine differenzierbareUmkehrung

�
g : V � U 0 besitzt. Die Ableitung von

�
y kann man ohne

Kenntnis aus g
↔

' 	 + P↔2 ' ,.- 1

berechnen.

Wegen

cos �/	 x
r

, sin �0	 y
r

:

g
↔

' 1 x
y 2 	 + P↔2 ' , - 1 	!3 cos � sin �� sin �

r

cos �
r 4 	 x

x2 & y2

y

x2 & y2� y

x2 & y2

x

x2 & y2

.
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3.5 Auflösen von Gleichungen, implizite Abbildungen

Am Beispiel f 5 x , y 6 	 x2 5 1 � x2 6 � y2 	 0 erläuternwir die typischeSituation,wennmaneine
Gleichung f 5 x , y 6 	 0  nach y 	 f 5 x 6  oder nach x 	 g* 5 y 6  aufzulösen versucht.

In der Nähe von 5 0 , 0 6 gibt es 7 x 8 0 und 9x 9 : 1 zwei y1 , y2 mit
f 5 x , y1 6�	 f 5 x , y2 6�	 0 , 7 y 8 0  mit 9 y 9 : 1 ; 2  vier x1 , x2 , x3 , x4  mit f 5 x < , y 6�	 0 .

In keiner Umgebung von 5 0 , 0 6  gibt es eine Auflösung y 	 g 5 x 6  oder x 	 g* 5 y 6 .

Die beiden partiellen Ableitungen
f x = 2 x > 4 x3 = 0  bei x 	 0
f y = > 2 y = 0  bei y 	 0
f x  und f y = 0  bei 5 x , y 6 	 5 0 , 0 6 !

Die Gleichung f 5 x , y 6 	 0 hat in keiner Umgebungdes Punktes 5 1 , 0 6 und 5 � 1 , 0 6 eine
Auflösung der Form y 	 g 5 x 6 , denn 7 x um ? 1 gehören 2 y -Werte zu f @ x , yi AB= 0 .
Allerdings gibt es Auflösungen der Gestalt x 	 g* 5 y 6  in der Nähe von 5 1 , 0 6  und 5 � 1 , 0 6 .

x 	 1
2

2 & 2 1 � 4 y2C
g* D y E

fürF
y

FHG
1
2

in 5 1 , 0 6  ist f y = 0  aber f x I 0 .

Wir zeigennun, dasseine Gleichung f 5 x , y 6 	 0 in der Näheeine Nullstelle 5 a , b 6 von f
eine differenzierbare Auflösung y 	 g 5 x 6  besitzt, sofern f y @ a , b A�I 0 .

BetrachtenfolgendesallgemeineProblem:Sei Jf : U KML m eine C1 -Abbildungauf eineroffenen
Menge U NPO k Q O m . Wir fragen nach der Lösbarkeit von
f 1 5 x1 , R , xk , y1 , R , ym 6�	 0S
f m 5 x1 , R , xk , y1 , R , ym 6�	 0

in der Nähe einer gegebenen Nullstelle
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xU
y W

von 
U
f :U

f 5 Ux ,
U
y 6 	 0 .

Wir definieren dazu die partiellen Differenziale

d X k Jf Y Jx , Jy Z : L k KML m
, [ X k f

↔

: 	 \ [ x1
f 1 ] [ xk

f 1S S S[ x1
f m ] [ xk

f m ^
d X m Jf Y Jx , Jy Z : L m KML m

, [ X m f
↔

: _ \ [ y1
f 1 ] [ ym

f 1S S S[ y1
f m ] [ ym

f m ^
Das totale Differenzial d f 5 Ux ,

U
y 6 : O k Q O m �`O m  erhält damit die Darstellung:

d f 5 Ux ,
U
y 6 U

hakU
kb
m

_ [ X k

↔

f c Uh & [ X m

↔

f c Uk d f e g 5 x 6gf .

Satz über implizite Funktionen: Sei
U
f : U � Z eine C1 -Abbildung in einer

Umgebung U N X Q Y einer Nullstelle 5 Ua ,
U
b 6 von

U
f und X _PO k ,

Y _ Z _PO m . In 5 Ua ,
U
b 6 sei daspartielle Differenzial dY

U
f 5 Ua ,

U
b 6 invertierbar,

gleichbedeutend ist mit der Invertierbarkeit der Matrix[ Y f
↔ 5 Ua ,

U
b 6 .

Danngibt esUmgebungenU' N X um
U
a und U'' N Y von

U
b sowieeine C1 -

Abbildung
U
g : U' � U'' mit der Eigenschaft,dassdie Nullstellenmengevon

U
f

innerhalb U' Q U''  genau der Graph von 
U
g  ist.U

f 5 Ux ,
U
y 6 _ 0 , 5 Ux ,

U
y 6 � U' Q U''  �  

U
y _ Ug 5 Ux 6 , 

U
x � U' .

Beweis: Folgt aus Umkehrsatz. Siehe Königsberger.

Zusatz: DasDifferenzial von
U
g in

U
x _ Ua erhältmanim Nachhineinmit der Kettenregelausder

Identität 
U
f e Ux ,

U
g 5 Ux 6 f _ 0

U
x � U' !

Zunächst entsteht
d
U
f 5 Ux ,

U
g 5 Ux 6h6jik5 1x , d

U
g 5 Ux 6l6�_ 0 .

Daraus folgt mit der partiellen Differenziation
dx

U
f 5 Ux ,

U
g 5 Ux 6l6 & dy

U
f 5 Ux ,

U
g 5 Ux 6m6ji d

U
g 5 Ug 6�_ 0 .

Wegen 
U
g 5 Ua 6 _ Ub  folgt für die Funktionalmatrix:

g
↔

' 5 Ua 6�_n� o [ y f
↔ 5 Ua ,

U
b 6 prq 1 c [ x f

↔ 5 Ua ,
U
b 6 .

Beispiel: Gegeben sei das Gleichungssystems
f : t 1 u t 2 v t 2

f 1 5 x , y1 , y2 6�_ x3 & y1
3 & y2

3 � 7 _ 0
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f 2 5 x , y1 , y2 6�_ x y1
& y1 y2

& y2 x & 2 _ 0
und die Nullstelle 5 2 , � 1 , 0 6 . In der Näheder Nullstelle soll dasGleichungssystemhinsichtlich
der Auflösbarkeit nach y1  und y2  untersucht werden.

Wir bilden die partiellen Jacobi-Matrizen[ y

U
f 5 2 , � 1 , 0 6�_ w [ Uf[ y1

, [ Uf[ y2 x _ y 3 y1
2 3 y2

2

x & y2 x & y2 z { | 2 , q 1 , 0 } _�~ 3 0
2 1 � .

det ~ 3 0
2 1 � _ 3 8 0  �  Matrix invertierbar.

Es gibt alsoin einemIntervall I um denPunkt a _ 2 zwei C1 -Funktionen g1 , g2 : I �`O mit�
g1 5 2 6 , g2 5 2 6 ��_�5�� 1 , 0 6  und

f 1

�
x , g1 5 x 6 , g2 5 x 6 � _ 0

f 2

�
x , g1 5 x 6 , g2 5 x 6 � _ 0

Ihre Ableitungen im Punkt x _ 2  erhält man nach obiger Formel:�
g'1 5 2 6
g' 2 5 2 6 � _P� ~ 3 0

2 1 � q 1 � [ x f 1[ y f 2 � � | 2 , q 1 , 0 } _P� ~ 3 0
2 1 � q 1 �

3 x2

y1
& y2 � � | 2 , q 1 , 0 } _n� ~ 3 0

2 1 � q 1 �
12� 1 � _

.

Damit erhält man in linearer Näherung
y1 _ g1 5 x 6B� g1 5 2 6 & g'1 5 2 6B5 x � 2 6 & O 5 x2 6�_P� 1 � 4 5 x � 2 6�_n� 4 x & 7 ;

y2 _ g2 5 x 6B� g2 5 2 6 & g' 2 5 2 6j5 x � 2 6 & O 5 x2 6�_ 0 & 9 5 x � 2 6�_ 9 x � 18 ;
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