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0. Mengen
Negation: �A, � A

Konjunktion : A � B � A und B � sowohl A als auch B � A et B

A B A �  B

W W W

W F F

F W F

F F F

Alternative : A � B � A oder B � zumindest A oder B � A rel B

A B A �  B

W W W

W F W

F W W

F F F

Implikation : A 	 B � aus A folgt B � wenn A gilt, so gilt B� B gilt, wenn A gilt � A gilt nur dann, wenn B gilt� B ist notwendige Bedingung für A� A ist hinreichende Bedingung für B

A B A 
  B

W W W

W F F

F W W

F F W

Beispiel: A = „ Morgen scheint die Sonne.“

B = „Wir schwänzen die Vorlesung.“

A � B � �B � �A
Man muß A und (A � B) beweisen, nur dann gilt B.

Man muß A und �B  �A ,  Beweis durch Widerspruch.

0.2 Prädikatenlogik

A � x � : � x: A � x � , es gibt wenigstens ein x, A(x): � x : A � x �
http://www.skriptweb.de



0.2 Prädikatenlogik Seite 6/124�� x : A � x �
0.3 Mengen�����

,

�����
,

A ��� ������� �"! E # �%$'&
I ( ) a,b* ( + x , a - x - b . ( + x , a - x � x - b .
A / B (A Teilmenge von B)

A � B: (0+213,41�5 A �61�5 B .
A � B: (0+213,41�5 A �61�5 B .
A 7 B: (0+819,4135 A �:13; B .
A < B: ( + � a,b � , a 5 A,b 5 B .

0.4 Abbildungen

f: A = B („A nach B“, „A in B“)

x = f � x � ; x 5 A

Vorschrift, die jedemx

�
A  genau einf � x � 5 B  zuordnet.

A > Definitionsbereich
B > Wertebereich
f(x) > Bild von x unter f

f � A � : ( + f � x � , x 5 A .  Wertebereich von f

Injektiv x1 ? x2 � f � x1 � ? f � x2 � (nur monotone Funktionen!)
Bei injektiver Abbildung: f � x1 �@( f � x2 �A� x1 ( x2

Surjektiv : � y 5 B � x 5 A B f � x � ( y für jedes y 5 B gibt eswenigstensein x

�
A , für

das gilt f � x � ( y C f � A � ( B Abbildung von A auf B.

Beispiel für eine nicht surjektive Funktion:

f:
� = � � f ist beschränkt; --> bildet nicht alle reellen Zahlen auf alle ab (sondern alle auf wenige)

http://www.skriptweb.de
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Bijektiv: Abbildungist injektiv und surjektiv –> Abbildungist umkehrbar eindeutig>  eineindeutig
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1. Natürliche Zahlen und vollständige Induktion D
1.1 Vollständige Induktion

A � n � � n

Beweisprinzip: A(n) 

(I) A( 1) (Induktionsanfang)

(II) � n A � n � � A � n E 1 �
Beispiel 1: � n1 E 2 E ... E n ( 1

2
n � n E 1 �GF A � n �

Beweis: 1 = 1 (Induktionsanfang bewiesen)

n>1: 1 E 2 E .... E n EH� n E 1 �I( 1
2
� n E 1 �J� n E 2 �

1
2

n � n E 1 �IEH� n E 1 �I( 1
2
� n E 1 �G� n E 2 �LK

Beispiel 2: � x ? 1 1 E x EMFNE xn ( 1 O xn P 1

1 O x
F A � n �

n ( 1: 1 E x ( 1 E x

n Q 1: 1 ERFSE xn P 1 ( 1 O xn P 1

1 O x
E xn P 1 ( 1 O xn P 1

1 O x
E xn P 1 � 1 O x �

1 O x
( 1 O xn P 2

1 O x
K

1.2 Fakultäten, Binominalkoeffizienten

Definition : n! : ( 1 T 2 T 3 F n � n

Satz 1: Die Anzahl der Anordnungen n verschiedener Elemente ist n!.

Definition: Die Permutation einer Menge M P: M U  M ist eineindeutig.

Bemerkung: M = {1,....,n}-> {P(1) ... P(n)}

Satz 1': Die Anzahl der Permutationen n verschiedener Elemente ist n!.

Bemerkung: 0! := 1

(n+1)! = (n+1) n! � n � n ( 0

Satz 2 und Definition: Die Anzahl der k-elementigenTeilmengeneiner nichtleeren
Menge mit n Elementen ist (0 < k <= n)
n � n O 1 �J� n O 2 � .... � n O k E 1 �

k!
( : V n

k W
Beispiel: (1 2 3)

2-elementige Teilmengen: ( 1 2), (1 3), (2 3)X
3
2 Y ( 3 T 2

2!
( 3 T 2

1 T 2 ( 3

http://www.skriptweb.de



1.2 Fakultäten, Binominalkoeffizienten Seite 9/124V 505
503W ( 505T 504T 503T ......T 3

1 T 2 T .... T 503
( 505T 504

2

Beispiel: Wahrscheinlichkeit „6 aus 49“
1X
49
6 Y ( 1

49 T 48 T 47 T 46 T 45 T 44
1 T 2 T 3 T 4 T 5 T 6 ( 1

13983816

Definition : 

X
n
k Y Binominalkoeffizienten

Satz (Binominalentwicklung):

n 5 D : � 1 E x � n ( 1 E V n
1 W x E V n

2 W x2 E ... E V n
n O 1 W xn Z 1 E xn

Beweis: � 1 E x � n ( � 1 E x � � 1 E x � ... � 1 E x �X
n
k Y Möglichkeiten k Klammern auszuwählen und daraus x als Faktor zu nehmen. K

Rechenregeln:X
n
k Y ( n!

k! � n O k � ! ( X n
n O k YX

n
n Y ( 1,

X
n
0 Y ( 1X

n E 1
k E 1 Y ( X n

k Y E X n
k E 1 Y

Pascalsches Dreieck:

n = 0 1

n = 1 1 1

n = 2 1 2 1

n = 3 1 3 3 1

n = 4 1 4 6 4 1 V n
0 W , V n

1 W ..... V n
n O 1 W , V n

n W

http://www.skriptweb.de
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2. Reelle Zahlen
a) [ �0� 1,2,3,.....

&
b) \ (]+ 0, ^ 1, ^ 2,.....
c) _ ( ` m

n
,m 5 \ ,n 5 D a

Eigenschaften:b Körperstrukturb Anordnungb Vollständigkeit

2.1 Körperstruktur von  c
Addition Multiplikation

(K1) Kommutativ a+b = b+a ab = ba
(K2) Assoziativ (a +b) + c = a + (b +

c)
(ab)c = a(bc)

(K3) Lösbar A + x = b A * x = b (
a<>0)

(K4) a(b+c) = ab +ac

Beispiel: a T b ( 0 C a ( 0 � b ( 0  

Bemerkung: _ ,
�

 haben gleiche Körperstruktur

2.2 Anordnung in  c
(A1) � a 5 � gilt genau eine der Relationen: 

a d 0positiv
a � 0e a d 0negativ

(A2) a Q 0 � b Q a � a E b Q 0 � ab Q 0

(A3) [Archimedisches Axiom]: � a 5 � � n 5 D B n O a Q 0

Definition : 
�

+ (0+ r , r 5 � � r Q 0 .
Definition : a > b falls a - b > 0

b < a falls a > b
a >= b falls a > b oder a = b
a <= b falls a < b oder a = b

Folgerung: 

1) � a,b 5 � gilt genau eine der Relationen: a>b, a=b, a<c

2) Aus a > b, b > c –> a > c (Transitivität)

http://www.skriptweb.de
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3)
Aus a > b –> 

1
a f 1

b
falls a , b ? 0

a + c > b + c � c 5 �
ac > bc falls c > 0

ac < bc falls c < 0

4)
Aus a > b und g Q b � h a E g Q b Ejig a Q%i b  falls b , i9Q 0

5) � a ? 0  gilt a2 Q 0

Satz 3: (Supremumseigenschaftvon
�

): Jede nach oben (unten) beschränkte,
nichtleere Menge M / � besitzt ein Supremum (Infimum).

Beweis: aus Intervallschachtelung.

Satz4: Jedenachoben(unten)beschränkte,nichtleereMengeganzerZahlenenthälteine
größte (kleinste) Zahl.

Beweis: mit vollständiger Induktion.

Satz 5: � x , y 5 �Sk x f y � q 5 _ x f q f y ( l liegt dicht in 
�

)

Beweis: n

� [ mit 
1
n f y O x (Archimedisches Axiom A3 + 3).

A ( m z n z 5 \ , z Q nyo
A prq , kleinste Zahl (Satz 4) in m

nx f m � x f m
n
( m O 1

n
E 1

n f x E y O x ( y (da 
m O 1

n f x ;
1
n f y O x )

x f m
n f y ; q : ( m

n
;

2.4 c  ist nicht abzählbar

Definition : Eine Menge A heißt abzählbar,

 wenn s f : [ U A , f bijektiv ( � a 5 A � 1 n 5 D f � n �8( a ).

f � n �ut an ; A (6+ a1 , a2 , .... mit an v am für n ? m .

a : ( f � n �
Beispiel: w ist abzählbar:

http://www.skriptweb.de
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f � n �u( n
2

 n gerade 

1 O n
2

 n ungerade 

Satz 6: Der Körper _  ist abzählbar

Beweis: Reicht, x : D = _ y ; z : \ = _ durch z � n � : ( x � n � , z � 0 � : ( 0 ; z �{O n � : (|O x � n �
(mit n

� [ ).

1 2 3 4 5

1
2

2
2

3
2

4
2

5
2

1
3

2
3

3
3

4
3

5
3

1
4

2
4

3
4

4
4

5
4

1
5

2
5

3
5

4
5

5
5

Satz 7: Der Körper 
�

ist nicht abzählbar.

Beweis durch Widerspruch, basiert auf Satz 5

Definition :} A, B heißen gleichmächtig, wenn  � eine bijektive Abbildung A = B} B hat eine größere Mächtigkeit als A, wenn A zu einer Teilmengevon B
gleichmächtig ist, B aber zu keiner Teilmenge von A.

Beispiel: [ , w , l sind gleichmächtig, 
�

dagegen hat eine größere Mächtigkeit.

http://www.skriptweb.de
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3. Komplexe Zahlen
Lösbarkeit z2 ( O 1 ; 

Cardano (1545), Euler (1707-1783), Hamilton (1805-1865)

3.1 Der Körper  ~
Erweiterungskörper von 

�
z2 E 1 ( 0 wird lösbar: Lösung = i; x , y

���
, x � i y

�3�
;

z2 : ( O 1 ;

z ( x E i y , w ( u E i v ; = z E w ( � x E u � E i � y E v � , z T w ( � x u O y v � E i T � x v E y u � ;

Bemerkung: �  ist abgeschlossen bezüglich Addition und Multiplikation.

Gleichheit: x E i y =
?

u E i v ;

Beweis: � x O u � 2 ( O � v O y � 2 funktioniert nur, wenn links und rechts 0 ist � x ( u , y ( v .

Definition (komplexe Zahlen durch Paare reeller Zahlen):

Eine komplexe Zahl ist ein Element z : ��# x,y

$��������
mit Addition und

Multiplikation

(A) (x,y) + (u,v) := (x + u, y + v)

(M) (x,y) * (u,v) := (xu - yv, vx + yu)

Satz:

�
mit (A) und(M) bildeneinenKörper.Im Körperhat z2 ( O 1 zwei Lösungen,

i und –i.

Beweis: a T z ( b , dabei a (�� a1, a2 � , b (�� b1, b2 �  und a ? � 0,0 �
Behauptung: (1,0) wirkt als Eins in 

�
, d.h. # 1,0

$��
b � b � b

���
Beweis: durch Nachrechnen

Definition : Für a (�� a1, a2 � ? � 0,0 � 1
a

: ( � a1

a1
2 E a2

2 , O a2

a1
2 E a2

2 � .

Dann gilt: a T 1
a
(�� 1,0 � ; � a1 , a2 � � a1

N,
O a2

N � ( � a1
2 E a2

2

N
, 0 �

Daraus: z ( 1
a
T b ;

Bemerkung: 

�
' � '

�
, � x,0 � kann man addieren und multiplizieren wie 

�
.�I# x,0

$J�
x

�3��&
bilden einen zu 

�
isomorphen Unterkörper von 

�
.

Statt � x , 0 �  schreibt man x, statt � 1 , 0 �  schreibt man 1; z E 0 ( z ; z T 1 ( z ;

Imaginäre Einheit

Darunter versteht man i : ( � 0,1 � .

http://www.skriptweb.de
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Das Quadrat ist i2 ( � O 1,0 � . Somit sind i und –i Lösungen der Gleichung z2 ( O 1 .� 0 , 1 � T � 0 , 1 � ( � O 1 , 0 �
Bemerkung: � x , y �@(3� x , 0 �@E�� 0 , 1 �uT�� y , 0 � ; x , y 5 �
z ( x E i y , z

�9�
x = Realteil , y = Imaginärteil von z, x ��� z , y ��� z

Konjugation

Für z ( x E i y setzt man z : ( x O i y . Es gilt:

a) z E w ( z E w , z T w ( z T w
b) z E z ( 2 T Re z ,  z O z ( 2 i T Im z

c) z � z 	 z

�9�
d) z

�
z � x2 � y2

��� � �
0

Betrag�
z

�
: ( z z ( x2 E y2

a) � z � � 0

b) 

�
z

� ( � z �
c) 

�
Re z

� - � z � , �Im z

� - � z �
d) 

�
z T w � ( � z � T �w �

e)

�
z E w

� - � z � E �w � (Dreiecksungleichung)

Beweisvon e):

�
z E w

�
2 ( � z E w � � z E w � ( z z E z w E z w E w w - � z � 2 E 2

�
z w

� E �w � 2 ( � � z � E �w � � 2
;

3.2 Komplexe Zahlenebene

Addition in 

� �
= Vektoraddition in 

� 2 .

Multiplikation z = r z ( r x E i T r y bedeutet Streckung um den Faktor r,
Multiplikation z = i z ( ix O y ( O y E i x bedeutet eine Drehung um 90° gegen den Uhrzeigersinn

http://www.skriptweb.de
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3.3 Algebraische Gleichungen in   
Satz: Jede quadratischeGleichung z2 � a z � b � 0, a , b

�¡�
besitzt mindestens

eine Lösung.

Beweis: z2 E a z E b ( ¢ z E a
2 £ 2 E b O a2

4
( 0

z2 ( c C x2 O y2 ( Rec

z2 ( x E iy C 2xy( Im c

x (6^ 1
2
� �c � E Rec � , y (�^ 1

2
� �c � E Rec �

z1,2 ( O a
2
E 1

2
a2 O 4b

   eine der Lösungen von z2 ( a2 O 4b

Fundamentalsatz der Algebra: Jede Gleichung
zn ¤ an ¥ 1 zn ¥ 1 ¤ .... ¤ a1 z ¤ a0 ¦ 0 § n ¨ 0 © mit ak ª�« besitzt in � mindestenseine

Lösung.
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4. Funktionen

Definition : komplexwertige Funktion f  x ® ¯ c

f � c �I( ° 1 für x ± ²
0 für x ± ²

Definition  (Graphen) von f: G ³ f ´ : µ ¶ x, f ³ x ´ · x ± X ¸
Definition : Monotonie: Sei x ¹�º » f: x ¼½º heißt monoton wachsend(fallend), wenn¾

x1, x2 ± X ¿ x1 À x2: f ³ x1 ´ÂÁR³@ÃÄ´ f ³ x2 ´
Ohne = heißt f streng monoton wachsend (fallend)

1. Beispiel:

f ³ x ´ µ Å x Æ
Gauß-Klammer: monoton, aber nicht streng monoton

2. Beispiel:
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Sägezahnfunktion: nicht monoton

Algebraische Operationen: zu f , g: X ¼ C def.

f Ç g , f È g ,
f
g

 auf É x ± X Ê g ³ x ´@Ë 0Ì
punktweise³ f Ç g ´ ³ x ´ : µ f ³ x ´ Ç g ³ x ´³ f È x ´ ³ x ´ µ f ³ x ´ È g ³ x ´
Zusammensetzung von Funktionen

f: X ¼ÎÍ
G:Y ¼ C: x ¼ f Y ¼ g Í
g Ï f: X ¼ C³ g Ï f ´ ³ x ´ : µ g ³ f ³ x ´ ´

Beispiel:

f ³ x ´ µ x3 ; g ³ u ´ µ sinu³ g Ï f ´ ³ x ´ µ sinx3³ f Ï g ´ ³ x ´ µ x3sinx

Beispiel: T ³ z ´Iµ az Ç b
cz Ç d

, z ±�ÍHÐ Ñ�Ò d
c Ó

c Ë 0,D: µ a d Ò bc Ë 0

a ,b,c,d ±:Í
T ³ z ´Iµ a

c Ò D
c

1
cz Ç d
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Mit  L1 ³ z ´ : µ c z Ç d,I ³ w ´ : µ 1
w

L2 ³ u ´ : µ�Ò D
c

u Ç a
c

T µ L2 Ï I Ï L1

T ³ z ´Iµ L2 ³ I ³ L1 ³ z ´G´Â´
Umkehrung einer Funktion

Sei f: X ÔÖÕ  injektiv , X ×�Õ
g: f ³ x ´@¼ØÍ , g ³ f ³ x ´Â´@µ x

Beispiel: f µ Ç x Ù g µ x2 g ³ f ³ x ´ ´ µ x Umkehrfunktion zu f

z Ú f

Für f,x ¹�º :

G ³ y ´ : µ É y,x Ê y µ f ³ x ´ ,x ± X Ì
entsteht aus Graph G ³ f ´ µ ¶ ³ x,y ´ , y ¹ f ³ x ´ ¸  durch Spiegelung an der Diagonalen des Û 2

Beispiel: f µ Ç x Ù g µ x2 ; g ³ f ³ x ´ ´ µ x

f µ xn Ù g µ x1 Ü n

4.2 Polynome

Analysis:

f ³ x ´Âµ an xn Ç an Ý 1 xn Ý 1 Ç ... Ç a0, ak ±:Í
Ist an Þ 0 heißt n = Grad des Polynoms, an heißt Leitkoeffizient

f ß 0 à ak ß 0 á k

„f hat den Grad <= n“ schließt ein f = 0.
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Definiton: Menge aller Polynome mit Koeffizienten in Í oder º : Í:Å x Æ , º9Å x Æ .

Satz: Summen und Produkte von Polynomen sind wieder Polynome.

f ³ x ´Âµ an xn Ç ... Ç a0,g ³ x ´Âµ bm xm Ç ... Ç b0³ fg ´J³ x ´Iµ cm â n xm â n Ç ... Ç c1 x Ç c0

ck ã ä
r å sæ k

ar bs

Abspaltung von Linearfaktoren

Definition : ç ±6Í heißt Nullstelle von f wenn f èêéHëGì 0

Satz: ç ±6Í Nullstelle von f, so ist f durch x-a teilbar:f ³ x ´Iµí³ x Ò ç ´ q ³ x ´ ,q ±�Í:Å x Æ
Grad q = Grad f - 1, q ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Königsberger.

Hat q auch eine Nullstelle, kann man erneut Linearfaktoren abspalten. Wenn Grad f î n

f ³ x ´Âµ an ³ x Ò ç 1 ´ .... ³ x Ò ç n ´
Folgerung: Ein Polynom Ë 0  vom Grad n hat höchstens n Nulllstellen.

Definition : Ist f durch è x ï6éRë k , aber nicht durch è x ï6éíë k â 1 teilbar, heißt ç eine k-
fache Nullstelle von f.

Beispiel: f µ ³ x Ò 1 ´ 2 hat bei 1 eine 2-fache Nullstelle.

Identitätssatz

Satz: Stimmen die Werte von
f ³ x ´Âµ anx

n Ç ...a1 x Ç a0

g ³ x ´Iµ bn xn Ç ...b1 x Ç b0

an n+1 Stellen überein ð ak µ bk für k = 0, ..., n und somit f(x) = g(x) 
¾

x ±:Í .

Beispiel: f = ax + b, g = cxd

Beweis: f - g hat n + 1 verschiedene Nullstellen, Grad î n ñ f ï g ì 0

Bemerkung: f µ g Ù f ³ x ´Iµ g ³ x ´ ¾ x ±:Í6Ù ak µ bk

¾
k ±H³ 0, ò ,n ´

Bemerkung: Methode des Koeffizientenvergleichs: f ³ x ´Iµ g ³ x ´ ð ak µ bk

Fundamentalsatz der Algebra

Satz (Linearfaktorzerlegung): Jedes nicht konstante Polynom f ó�ô:õ x ö besitzt

 f ³ x ´÷µ a ³ x Ò ç i ´ k 1 ..... ³ x Ò ç s ´ k s

Beweis: Königsberger
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4.3 Rationale Funktionen

Definition : Eine rationaleFunktionR ist eineFunktion,die sich mittels f,g ±�Í:Å x Æ als

Quotient R ³ z ´Iµ f ³ z ´
g ³ z ´ , z ±:Í \ ¶ g ³ z ´Âµ 0 ¸ darstellen läßt. Sind f,g teilerfremd,

nennt man D µ0¶ z ±�Í�· g ³ z ´IË o ¸ den vollständigen Definitionsbereich. 

Beispiel: R ³ z ´Iµ z Ò 1

z2 Ò 1
µ 1

z Ç 1

D vollst µ:Í \ ¶ Ò 1 ¸
R ³ 1 ´Âµ 1

2

Defintion (Pole): ç ±6Í n-facher Pol von R, wenn es eine Darstellung R ì f
g

mit

f èêéHëGø 0 und g eine n-fache Nullstelle oder Stelle ç hat.

Es gibt dann ein Polynom h ³ ç ´IË 0: R ³ z ´Iµ f ³ z ´³ z Ò ç ´ n h ³ z ´
Man nennt 

1³ z Ò ç ´ n Partialbruch .

Lemma (Abspaltung desHauptteils): I ist ç ein n-facherPol von R, so gibt esgenau
eine ZerlegungR ³ z ´Iµ H ³ z ´IÇ R0 ³ z ´ .

H ³ z ´Âµ an³ z Ò ç ´ n Ç an ù 1³ z Ò ç ´ n ù 1 Ç ....
a1

z Ò ç ,an Ë 0

R0 ³ ç ´IË 0 rational.

Man nennt H den Hauptteil von R in ç .

Beweis: Induktion

Bemerkung: Wegendes Fundamentalsatzesder Algebra und den daraus folgendenSatzzur
Linearfaktorzerlegung:³ g ¼ú´ g ³ z ´GµH³ z Ò ç 1 ´ n1... ³ z Ò ç s ´ ns

R ì f
g

Außerdemnehmenwir an,dass û 1,..., û s keineNullstelledesZählersf ist (o.B.d.A.),Dannhatalso

R ì f
g

genau û 1,..., û s Pole.

Seien H1,....,Hs  die jeweiligen Hauptteile von R dann gilt:

R = H1+H2+ ... +Hs+q

q = rationale Funktion ohne Pole in Í -> Polynomanteil.

http://www.skriptweb.de



4.3 Rationale Funktionen Seite 21/124

Satz von der Partialbruchzerlegung: JederationaleFunktion ist eine Summeihrer
Hauptteile und ihres Polynom–Anteils.

Herstellung der Partialbruchzerlegung (PBZ)

1. Geg. sei RNM ³ z ´Iµ F n ³ z ´
GM ³ z ´ ....N....M

Grade. 

M > N . Wenn M Á N , dann R ³ z ´Iµ Q ³ z ´ÂÇ F ³ z ´
G ³ z ´ Grad F < Grad G; Q(z) = Polynom

2. Man bringt GM ³ z ´ in die Form GM ³ z ´IµH³ z Ò ç i ´ ni .....³ z Ò ç s ´ ns , n1 Ç .... Ç ns µ M

3. Für jeden Faktor ³ z Ò ç i ´ ni setzt man ni Terme an:
ai1³ z Ò ç i ´ Ç ai2³ z Ò alpai ´ 2 Ç ....

ai ni³ z Ò ç i ´ ü mit M unbekannen Parametern.

RNM ³ z ´Iµ F N

GM

µ ZPBZ ³ z ´
F N ³ z ´Iµ ZPBZ ³ z ´ýÈGM ³ z ´

Beispiel: R ³ z ´Iµ z Ç 1

z ³ z Ò 1 ´ 2
R ³ z ´Iµ a

z
Ç b1

z Ò 1
Ç b2³ z Ò 1 ´ 2 µ Z ³ z ´

z Ç 1

z ³ z Ò 1 ´ 2 µ a
z
Ç 9b1

z Ò 1
Ç b2³ z Ò 1 ´ 2

z þ 1 ÿ a � z � 1 � 2 þ b1 z � z � 1 �Iþ b2 z ÿ z2 � a þ b1 �Âþ z ��� 2a � b1 þ b2 �Iþ a

a Ç b1 µ 0

1 ÿ a

1 µ Ò 2a Ò b1 Ç b2

a1 µ 1,b1 µ Ò 1,b2 µ 2

Rechentrick: R ³ z ´Iµ a
z
Ç b1

z Ò 1
Ç b2³ z Ò 1 ´ 2 µ z Ç 1

z ³ z Ò 1 ´ 2
und setze dann z = 0.

lim
z � o

z È R ³ z ´Iµ a µ 1

12 µ 1

b2: x ³ z Ò 1 ´ 2 und setze dann z = 1.

lim
z � 1

³ z Ò 1 ´ 2 R ³ z ´Âµ z Ç 1
z
µ 2

1
µ 2

b2 µ 2
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Beispiel: R ³ z ´Iµ 2z5 Ò z4 Ç 1

z4 Ç 6z3 Ç 9z2

Polynomdivision:

2 z5 Ò z4 Ç 1 : z4 Ç 6 z3 Ç 9 z2 µ 2 z Ò 13 Ç 60z3 Ç 117z2 Ç 1

z4 Ç 6 z3 Ç 9 z2 µ 3 z Ò 13 Ç Q ³ z ´ ;Ò ³ 2 z5 Ç 12z4 Ç 18z3 ´Ò 13z4 Ò 18z3 Ç 1Ò ³ 13z4 Ò 78z3 Ò 117z2 ´
60z3 Ç 117z2 Ç 1

z4 Ç 6 z3 Ç 9 z2 µ z2 ³ z2 Ç 6 z Ç 9 ´ µ z2 ³ z Ç 3 ´ 2
Q ³ z ´Iµ 60z3 Ç 117z2 Ç 1

z2 ³ z Ç 3 ´ 2 µ a
z
Ç b

z2 Ç c
z Ç 3

Ç d³ z Ç 3 ´ 2
Q ³ z ´ýÈ z2 · z � 0 µ 1

q
µ b

Q ³ z ´ ³ z Ç 3 ´ 2 · z ��� 3 µ 60 È�³ Ò 3 ´ 3 Ç 117È4³ Ò 3 ´ 2 Ç 1³ Ò 3 ´ 2 µ�Ò 566
9

µ d

60z3 Ç 117z2 Ç 1 µ a z ³ z Ç 3 ´ 2 Ç 1
9
³ z Ç 3 ´ 2 c z2 ³ z Ç 3 ´ Ò 566

9
z2

z3: 60 µ a Ç 0

z1: 0 µ 9a Ç 2
3
¼ a µ�Ò 2

27
,c µ 1622

27
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5. Folgen

5.1 Konvergenz von Folgen

Definition : Folge komplexer Zahlen, Folge in Í , ist f: �j¼½Í . Ist f ³ n ´Gµ an ,
schreibt man (an) oder a1, a2, a3,......

Definition : Eine Folge (an) konvergiert, 	 a ±:Í�
 ¾���
0 	 N ±���
 �an Ò a � À � ¾

n
�

N

a heißt Limes lim
n � � an µ a oderan ¼ a für n ¼�� . Folge( an) mit a = 0 Nullfolge

an Folgenglieder: K � ³ a ´ : µ � z ±�Í ��� z Ò a � À � � Kreisscheibemit Mittelpunkt a
und Radius 

�
Definition : 

�
-Umgebung von a ±:Í

Definition : U � K ��³ a ´ Umgebung von a.

Bemerkung: a ±:º ,
�

-Umgebung I ��³ a ´ : µ � x ±:º � �x Ò a � À � � µí³ a Ò � ,a Ç � ´
Definition : GegebenseienAussagenA(n)

¾
n ±�� . Fast alle A(n) sind nichtig, wenn	 N 
 A ³ n ´ gilt für n > N.

Definition ' (Konvergenz): (an) konvergent � jede Umgebung von a enthält fast alle an

Beispiele:

1. lim
n � � 1

ns µ 0
¾

s ±M² +

2. lim
n ! " n

a # 1 $ a %�& +

3. lim
n ! " n

n # 1 n %�'
4. lim

n � � nk

zn µ 0
¾

k ±��j¿ z ±:Í�¿)( z ( � 1

Beweis (3): xn : µ n
n Ò 1 Ã 0

n µR³ 1 Ç xn ´ n Ã 1 Ç * n
2 + xn

2

n Ò 1 Ã n ³ n Ò 1 ´
2

xn
2 ð xn

2 Á 2 ³ n Ç 1 ´
n ³ n Ò 1 ´ µ 2

n

xn Á 2
n
ð xn À �

n > N := 
2, 2

5.2 Rechenregeln

Regel I: ³ an ´Â¼ a, ³ bn ´Â¼ b

a) an - bn . a - b
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b) an / bn . a / b
c) b 0 0 , so sind fast alle bn 1 0und ergibt

an

bn
. a

b

Beweis( c):2 : µ 1
2 3b 3 � 0,wählenN' 
54bn Ò b 4 À 2 ¾ 2 � N'6

b
687 9

bn : b ; bn

98< 9
bn

9 : 9b ; bn

9
(Dreiecksungleichung)4bn 4 Ã 3b 3 Ò 4bn Ò b 4 ð 4bn 4 Ã 2 2 Ò 2 µ 1

2 3b 3 � 0
¾

n
�

N'�
N Ã N'4bn Ò b 4 À 1

2

� 3b 3 2 n
�

N

Für n > N: = 1
bn
Ò 1

b
= µ?>bn Ò b >>bn > 3b 3 À 2 È 1

2

� 3b 3 23b 3 È 3b 3 µ �
14bn 4 Á 23b 3 mit Regel (b) ð an

bn

¼ a
b @

Regel II: ³ an ´I¼ a . Dann 
9
an

9BA 6
a
6
, Can

A Ca,Rean

A
Rea,Im an

A
Im a

Regel III : lim
n D E n Ç 1

n
µ lim

n DFE ³ 1 Ç 1
n
´Gµ 1 Ç lim

n DFE 1
b
µ 1; lim

n DGE 3n2 Ç 2

12n2 Ç 6

n2

µ 3 Ç 2

n2

12 Ç 6

n2

µ lim
n DFE 3

12
µ 1

2

Bemerkung: Han HJI Ka K daraus folgt nicht an I a ;  Bsp: an µ�³ Ò 1 ´ n
Sandwich-Theorem: Zu (an) gebeeskonvergenteFolgen(An) und(Bn) An L an L Bn für

fast alle n und lim An = lim Bn. Dann: (an) konvergent, lim an = lim An

Beispiel: 0 Á a Á b , dann gilt: n
an M bn N b

Beweis: b L n an

>0 O bn L
a=b

b
n 2P 1

Definition : (an) und (bn) Q 0 heißen asymptotisch gleich, falls lim
n PFR an

bn

µ 1,an Sn PFR bn  

Bemerkung: Asymptotisch gleiche Folgen haben gleiches Konvergenzverhalten:

Beispiel: an = n, bn = n + 1, 
an

bn

I 1
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Beispiel: n Ç 1 Ò n Sn PFR 1

2 n

5.3 Monotone Folgen

Definition : (an) beschränkt, T s UWVX Yan Y L s Z n

Lemma: Jede konvergente Folge ist beschränkt.

Beweis: Königsberger

Bemerkung: Beschränktheit reicht nicht für Konvergenz: an = (-1)n

Definition : ³ an ´ ±�º
a) monoton wachsend an L an [ 1 Z n
b) monoton fallend an \ an [ 1 Z n

Satz: Jede beschränkte, monotone Folge (an) konvergiert:
a) eine wachsende I supA,A: ]_^ an ` n U�acb
b) eine fallende ¼ inf A

Beweis: s := sup A; da s kleinste obere Schranke, 
¾d�e�

0 	 aN mit s Ò � À aN

s Ò � À aN Á an Á s n
�

N

5.5 Satz von Bolzano-Weierstraß

Definition : h ±:Í Häufungswert der Folge ³ an ´ý±�Í , wennjedeUngleichung K f�³ h ´
unendlich viele an enthält gh h an g8ikj für unendlich viele n

Beispiel:

1. Konvergente Folge ³ an ´I¼ a , a = Häufungswert

2. an µH³ Ò 1 ´ n +1, -1 Häufungswerte

Definition : h ±�Í Häufungswert (an) K f ³ h ´ wenn h unendlich viele Folgenglieder
enthält.

Satz (Bolzano-Weierstraß), 1. Fassung: JedebeschränkteFolge in Í besitzt einen
Häufungswert.
Jede beschränkteFolge ³ an ´ ±�º hat einen größtenHäufungswerth* und einen
kleinesten h*:¾d�e�

0 : an À h* Ç � für fast alle n ¾d�e�
0 : an

�
h* Ò � für fast alle n

h* : µ lim supan,h* µ lim inf an

Beweis: º ³ an ´ ±:º
Rekursive Intervallschachtelung [Ak, Bk]³ I k ´ an ±MÅ Ak, Bk Æ für unendlich viele n
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zk m an L Bk für fast alle n

[A 1, B1] enthält alle an

k n k o 1: M p 1
2 q Ak o Bk r s Ak, Bk tÅ Ak u 1,Bk u 1 Æ : µ v Å Ak , M Æ fallsan Á M für fast alle nÅ M,Bk Æ andernfalls

h* ist Häufungswert mit an i h* O j�e�
0 , wähle k so, daß s Ak , Bk txw I y q h* r p q h* z|{ , h9* o|{ r

(1k) enthält I y q h* r unendlich viele an
(2k) an L Bk i h* O j für fast alle n
Noch zu zeigen daß kein h' > h* existiert das Häufungswert ist�

0: µ 1
2
³ h' Ò h* ´ an À h* Ç � 0 µ h' Ò � 0 für fast alle n, I y

0
³ h' ´ enthält höchstensendlich viele

Folgenglieder. }
Definition : ³ an ´ ±�Í , ³ nk ´J±|� streng monoton wachsende Folge k ~ ank

k ��� ;³ ank
´ k ��� Teilfolge von (an).

Lemma: JedeTeilfolge einerkonvergentenFolgekonvergiertund besitztdengleichen
Grenzwert.

Lemma: h ±:Í ist ein Häufungswert der Folge (an) � h ist Grenzwert einer
konvergenten Teilfolge (ank)

Beweis: Königsberger

Satz (Bolzano-Weierstraß), 2. Fassung: JedebeschränkteFolge komplexer Zahlen
besitzt eine konvergente Teilfolge.

5.6 Konvergenzkriterium von Bolzano-Cauchy

Erlaubt ohne Bezug auf Grenzwert zu bestimmen, ob eine Folge konvergiert.

Konvergenzkriterium von Cauchy: ³ an ´ ±�Í konvergiert �¾d�e�
0 	 N ±|� : �an Ò am � À � falls n

�
N ¿ m

�
N

Beweis: B.-W.

Definition : Eine Folge³ an ´J±:Í Cauchy-Folge oder Fundamentalfolge¾d�e�
0 	 N ±|� : �an Ò am � À � falls n

�
N ¿ m

�
N

5.7 Erweiterte Zahlengerade�º : µ�º��]¶ Ò � , ��¸�
a, ��� : �_� x � ���� a � x �����

Definition : ( K, � ] ,[ Ò � ,k ) Mit k ±:º Umgebungen von� bzw. Ò �
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Definition : ³ an ´ ±�º
lim an : µ�� falls jede Umgebung (K, � ) fast alle anenthält
lim an : µ Ò � falls jede Umgebung (� ,  K) fast alle anenthält� Bestimmt divergent (uneigentlich konvergent)
lim supan : µ_� falls jede Umgebung (k, � ] unendlich vielean  enthält
lim inf an : µ Ò � falls jede Umgebung [Ò � ,k ) unendlich vielean  enthält

Beispiel: an � n ���
an µ Ò n ¼��
an µH³ Ò 1 ´ n n divergiert, aber nicht bestimmt.
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6. Reihen
Reihen sind Folgen an µ sn Ò sn � 1

6.1 Konvergenz von Reihen

Gegeben sei Folge ³ an ´J±:Í
Definition : Durch sn µ��

k � 1

n

ak Ù½¶ ai, i µ 1,...,ņ wird (an) die Folge sn zugeordnet.

(sn) heißt unendliche Reihe.

(sn) konvergiert � Reihe konvergiert.

s µ lim
n   ¡ sn Summe oder Wert der Reihes µ¢�

k � 1

¡
ak

Bemerkung: ak ±:º , (sn) bestimmt ð � oder Ò � divergiert; � ak µk� , � ak µ Ò �
Beispiel 1: Geometrische Reihe: z ±�Í , £ z £ À 1¤
k � 0

¡
zk µ 1

1 Ò z
da sn µ 1 Ò zn ¥ 1

1 Ò z
¼

n  G¡ 1
1 Ò z

Beispiel 2: Harmonische Reihe: 
¤
n � 1

¡ 1
n
µ_�

Beweis: 1 Ç 1
2
Ç 1

3
Ç 1

4
Ç 1

5
Ç 1

6
Ç 1

7
Ç�¦ Ç 1

n

1 Ç 1
2
Ç 1

3
Ç 1

4
Ç 1

5
Ç 1

6
Ç 1

7
.... Ç 1

16

�
1 Ç 1

2
Ç 1

4
Ç 1

4
Ç 1

8
Ç 1

8
Ç 1

8
Ç 1

8
Ç 1

8
Ç 1

16
... ð keine Nullfolge

Beispiel: 
¤
n � 1

¡ 1
n ³ n Ç 1 ´ µ 1

PBZ: 
1

x ³ x Ç 1 ´ µ 1
x Ò 1

x Ç 1
µ x Ç 1 Ò x

x ³ x Ç 1 ´ µ 1
x ³ x Ç 1 ´

sn µ 1 Ò 1
2
Ç 1

2 Ò 1
3
Ç 1

3 Ò 1
4

.... Ç 1
n Ò 1

n Ç 1
µ 1 Ò 1

n Ç 1

n ¼§� sn ¼ 1

6.2 Konvergenzkriterium (KK) von Cauchy:� an konvergiertÙ ¾d�e�
0 	 N ±�� :

¾
n
�

m Ã N ¨sn © sm ¨Bª ¨am « 1 ¬ ... ¬ an ¨®|¯
Folgerungen:

I. Eine Reihe konvergiert höchstens dann, wenn die Folge ihrer Glieder eine Nullfolge
ist.°

1
n

Nullfolge

, 

°
n2

keine Nullfolge
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II. Das Ändern endlich vieler Summanden einer Reihe ändert nicht ihre Konvergenz
oder Divergenz.

Majoranten-KK : Ist ±an ±8²)±cn ±�³ n und konvergiert

°
n ´ p

µ ±cn ± , so

konvergiert auch 

°
n ´ p

µ
an und es gilt ¶ °

n ´ p

µ
an ¶ ² °

n ´ p

µ ±cn ±
Definition : 

°
n ´ p

µ
cn heißt Majorante  von 

°
n ´ p

µ
an .

Beweis: ³·�¸ 0 ¹ N : º °
k ´ m » 1

n

ak º ² °
k ´ m » 1

n ±ck ±8¼|· fallsn ¸ m ½ N

Somit erfüllt 

°
ak die Cauchy-Bedingung, konvergiert also.

Aus Rechenregeln für Folgen, s.K.

Beispiel 1: an, ±an ± ² 1 : Es konvergiert 

°
n ´ 0

µ
an zn

für ¾ z ¾ ¿ 1 , da 

°
zn Majorante ist.

Beispiel 2: Beh: a ÀÂÁ 0 ² a ¼ 1 . Es divergiert Ã
n ´ 1

µ
1

n Ä a

1
n Ä a ¸ 1

n
harmonische Reihe divergiert.

2a) Reihe mit reelen, nichtnegativen Gliedern

Satz: Reihe mit Gliedern an Å 0 konvergiert genau dann, wenn die Folge der Partialsummen

beschränkt ist: 

°
N

an ¼_Æ
Beispiel: s À�Ç , È

n ´ 1

µ
1

ns É Ê konvergents ¸ 1
divergents ² 1

2b) Alternierende Reihen mit reellen Gliedern.

Definition : Reihe heißt alternierend, wenn die Glieder abwechselnde Vorzeichen haben

Beispiel: 1 Ä 1
3 Ë 1

5
Ä 1

7
... Ã

n ´ 0

µÍÌ Ä 1 Î n 1
2n Ë 1

(Leibnitz-Reihe)
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Konvergenzkriterium von Leibniz :
Sei (a1) eine monoton fallende Nullfolge. Dann gilt:

1. s É °
n ´ 0

µÍÌ Ä 1 Î n an konvergiert

2. Ïs Ð�Ñ
n Ò 0

k Ó Ð 1 Ô n an Ï8Õ ak Ö 1

d.h s × sk bis auf Fehler, der höchstensso groß ist wie der Betrag des 1. weggelassenen
Summanden.

Beispiel: 

°
k ´ 1

µ Ì Ä 1 Î k » 1

k É 1 Ä 1
2 Ë 1

3
Ä 1

4..... É ln 2 alternierende harmonische Reihe°
k ´ 1

µ Ì Ä 1 Î k » 1

k

III. Absolute Konvergenz

Definition : Eine Reihe

°
an mit an ØÂÙ heißt absolut konvergent, falls

° Ú
an

Ú
konvergiert.

Folge: Absolut konvergente Reihe ist nach dem Majorantenkriterium konvergent.

Beweis: KonvergenzÛ abs. Konvergenz

Es gilt die verallg. DreiecksungleichungÜ °
n ´ 1

µ
an

Ü ² °
n ´ 1

µ Ú
an

Ú
Wurzelkriterium

Wurzelkriterium :
Sei L É lim supn

Ú
an

Ú
. Für 

°
an gilt dann

1. L ¼ 1 : konvergiert absolut

2. L ¸ 1 : divergiert

3. L É 1 : Konvergenzfrage unentschieden

Beweis: Folgt aus Majorantenkriterium

Bemerkung: Wennn Ýan
Ý konvergiert, so istL É lim n

Ú
an

Ú
1. Beispiel:

°
N ´ 1

µ
nxn

konvergiert, wennÞx Þ ¼ 1

L É lim
n ß µ n

Ú
nxn

Ú É lim
n ß µ n

n à Þx Þ É Þx Þ konvergiert, da x<1
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2. Beispiel:

°
n

Ì Ä 5
4
Î n L É 5

4
divergiert

Quotientenkriterium

Quotientenkriterium :

Es existierelim
n ß µ á an » 1

an
á É : q .

1. q ¼ 1 â konvergiert 

°
an absolut

2. q ¸ 1 â divergiert

3. q ã 1unentschieden

Beweis: Wurzelkriterium

Beispiel: ä
n ´ 1

µ
1
n!

konvergiert

Beweis: q: É lim
n ß µ å 1Ì

n Ë 1 Î !
1
n!

å É lim
n ß µçæ n!

n!

Ì
n Ë 1 Î æ , lim

n ß µ 1Ì
n Ë 1 Î É 0 ¼ 1 q.e.d

Beispiel: a < 1

1 Ë a3 Ë a2 Ë a5 Ë a4 Ë a7 Ë ....

an É è an é 1  ungerade 
an » 1  gerade 

Wurzelkriterium: lim
n ê ë n

an ì 1 í a î a ì 1ï n í a

Konvergenz für a < 1

Quotientenkriterium: ð an ñ 1

an

ð í a3odera ò 1

6.3 Der große Umordnungssatz

Satz: Konvergieren die Reihen ó an und ó bn , dann konvergieren auchóõô�ö an ÷�ø bn ùxú ö ó an ÷�ø ó bn .ó an ú ó an

Bemerkung: Aber: für unendlicheReihe gilt im Allgemeinenweder Assozitivgesetz,noch
Kommutativgesetz.

Beispiel 1: ô 1 û 1 ù ÷ ô 1 û 1 ù ÷ ô 1 û 1 ù ÷ 1... ú 0

 1 ÷ ô û 1 ÷ 1 ù ÷ ô û 1 ÷ 1 ù ÷ ô û 1 ÷ 1 ù ÷ ... ú 1
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Beispiel 2: 1 û 1
2 ÷ 1

3
û 1

4
.... ú S

1 û 1
2
û 1

4 ÷ 1
3
û 1

6
û 1

8 ÷ ... ú 1
2

s

Großer Umordnungssatz: Sei ó an eine absolutkonvergenteReihe.Werdenan auf
endlich aber auch unendlich viele Reihen oder Summenso verteilt, daß jeder
Summand in genau einer dieser Teilreihen auftritt, so gilt:
a) Jede Teilreihe konvergiert absolut

b) s1, s2, s3,.... die SummenderTeilreihen,sokonvergiertauch ü
k

sk absolutundes

gilt: ó
k

sk ú ó
n

an

Beweis-Skizze:
a) JedeendlicheSummevon Gliedern ýan ý und damit auchjedeendlicheSummevon Gliedern
der Teilreihe ö : ú ó þan þ beschränkt ist.
b) Abschätzung von endlichen Teilsummen. Sandwich-Theorem.   q.e.d.

Umordungssatz: Jede Umordunung einer absolut konvergentenReihe konvergiert
ebenfalls absolut und hat denselben Wert.

Lemma: Jedekonvergente,abernicht absolutkonvergenteReihe reeller Zahlenkann
sowohl zu einer divergentenals auch zu einer konvergentenReihe mit beliebig
vorgegebenen s ÿ�� als Summe umgeordnet werden.

Man nennt nicht absolut kovergente Reihen bedingt kovergent.

Beweis: Man erzeugteines definierendeIntervallschachtelungenindemmanabwechselndso viele
positiveGliederaufsummiert,bis mans überschreitet,unddannwiedersovielenegative,bis man
s unterschreitet

Definition : Multipliziert man jedes Glied der Reihe ó
i � 0

�
ai mit jedem Glied der der

Reihe ó
k � 0

�
bk . So erhält man die Matrix (ai bk). Die Reihen

D n � �
i � k � n

a i bk � a0 bn � a1 bn 	 1 � a2 bn 	 2 � ... � an b0 heißt Cauchy-Produkt der

Reihen ó ai und ó bk .

Multiplikationssatz : Das Cauchy-Produkt ó
n � 0

�
Dn absolutkonvergenterReihen ó

i � 0

�
ai

und ó
k � 0

�
bk  konvergiert ebenfalls absolut und es gilt: ó

n � 0

�
Dn ú ô ó

0

�
ai ù�
 ô ó

0

�
bk ù

Beispiel: 
1

1 û x2 ú ô 1 ÷ x ÷ x2 ÷ .... ù ô 1 ÷ x ÷ x2 ÷ ... ùxú 1 ÷ 2x ÷ 3x2 ÷ 4x3... ú ó
n � 1

�
nxn � 1für x �� 1
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6.4 Potenzreihen

P ô z ùxú ó
n � 0

�
anz

n ú a0 ÷ a1 z ÷ a2 z2 ÷ ....

I. Konvergenzkreis

Lemma: Konvergiert die PotenzreiheP in einem Punkt z0 ÿ�� mit z0 � 0 , so
konvergiert sie absolut in jedem Punkt z ÿ�� mit  z �� � z0 �

Beweis: � S  mit �an z0
n ��� S � n�an zn � ú �an z0

n � � z
z0

n � � S 
 q , q ú � z
z0
� � 1

Majorante : S 
 ó
n � 0

�
qn

konvergiert daher.

Konv. P(z) für  z �� � z0 � .  q.e.d.

Definition : R ú R ô P ù : ú sup� r ÿ����P ô z ù mit  z  ú r konvergiert 
Satz: Die Potenzreihe P ist

a) � z mit  z  � R absolut konvergent
b) � z mit  z  ! R divergent
R = R(P) heißt Konvergenzradius und KR(0) Konvergenzkreis von P.

Beweis: obiges Lemma, Supremumseigenschaft.

Satz: Formeln zur Berechnung des Kovergenzradius von ó
nm� 0

�
an zn

R ú 1
L

mit L ú lim supn �an � (Cauchy Hadenard)

R ú 1
q

mit q ú lim � an " 1

an

� falls der Grenzwert existiert. (Euler)

Bemerkung: Über Konvergenzoder Divergenz auf den Rand � z �  z  ú R  kann man keine
allgemeine Aussage machen.

z.B. Reihen a) ó
1

�
zn

b) #
1

�
zn

n
c) #

1

$
zn

n2 haben nach der Euler-Formel alle R=1.
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Beweis: c) 
lim
n % � & zn " 1'

n ( 1 ) 2 n2

zn &�* lim
n % �,+ z + 1

1 ( 2
n
( 1

n2

*-+ z +/. konvergiert für + z +�0 1 . R * 1

Für 1 z 1 2 1 : a) div. b) z = 1 div. ,  z= -1 konv. c) konv.

Beispiel: Lückenreihe34 � 0

�
z
4 ! * z ( z ( z2 ( z6 ( z24 ( ...

an 5 1 n *76 !
0 n 8 6 !

Behauptung: R 9 1

Beweis: 
n :an

: * ; 0
1

, lim supn :an
: * 1<

z
< =

1 > Glieder keine Nullfolge > divergiert<
z
< ?

1 > Majoranten @
n

zn
konv. > konv.

Wichtige Reihen:

Experimentalreihe E
'
z ) * e

'
z ) : *BA

n C 0

D
zn

n!

R *FE ,

'
n ( 1 ) !

n! G n ( 1 G E
Logarithmusreihe L

'
z ) : * A

n C 1

D 'IH
1 ) n J 1

n
zn R * 1,

n ( 1
n G 1

Binominalreihe s K�L : Bs

'
z ) : *BA

n C 0

D M
s
n N zn

Bs

'
z ) * 1 ( sz( s

'
s
H

1 )
z!

z2 ( s
'
s
H

1 ) ' s H 2 )
3!

z3 ( ....

Für s = 0,1,2,... 

M
s
n N * 0 n O s

Bs

'
z ) *PA

n C 0

s M
s
n N zn * ' 1 ( z ) s Q z K�L

Für s R 0,1,2 R=1, da S M s
n NM
s

n ( 1 N S *7T n ( 1
s
H

n T�Un VXW 1
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II. Multiplikation von Potenzreihen

Satz: Falls f
'
z ) *�Y

0

Z
an zn

und g
'
z ) *BY

0

Z
bn zn

für f
'
z )�[ g ' z ) *BY

0

Z
dn zn

mit

dn *PY
k \ 0

n

ak bn ] k

III. Verhalten in Umgebung von 0

Reihenrest: Rn

'
z ) * Y

k \ n

Z
ak zk

Lemma: Y
k \ 0

Z
ak zk

habe einen Konvergenzradius R > 0. Dann giltQ r ,0 0 r 0 R: ^ c K�_ mit `Rn a z b `�c c d z d nfür d z d c r . Fällt die Folgemonoton,so ist

R e 1und ergibtfRn

'
z )gf�h-fan fji z i n1

H i z i für i z i 0 1

Satz: Ist f
'
z ) * Y an zn nicht alle an gleich Null sind, danngibt eseinenKreis um O,

der höchstens endlich viele Nullstallen von f enthält.

Identitätssatz: Die f
'
z ) * a0 ( a1 z ( .... g

'
z ) * b0 ( b1 z ( .....mögen R k 0 haben.

Ferner gebe es eine Punktfolge
'
zk ) mit zk l 0 und zk 8 0 Q k , so dass

f
'
zk ) * g

'
zk ) Q k. an * bn
Q n KnmporqIsut
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7. Stetige Funktionen, Grenzwerte

7.1 Stetigkeit

Definition : f: D vxw heißt stetig in x0 K D , wenn Qzy O 0 ^|{�O 0 gilt:}
f
'
x ) H f

'
x0 ) } 0 y Q x K D und

}
x
H

x0

} 0 { .
f  heißt stetig in D, wenn f in jedem Punkt von D stetig ist.

Bemerkung: D ~�_ , D ~7L .

Geometrische DeutungD ~-_ , f reell

f
'
x0 ) H y 0 y 0 f

'
x0 )�( y

Beispiel 1:

f
'
z ) * z2  auf L  stetig.

1
z

 für z k 0stetig.�
z
�
 ist überall stetig.

Beispiel 2: Lipschitz-stetige Funktionen sind stetig.

Definition : f: D G L heißt Lipschitz-stetig auf D, wenn ^ L K�_n� Q x, y K D�
f
'
x ) H f

'
y ) � h L

�
x
H

y
�
.

Beispiel für Lipschitz-stetige Funktionen:

a) az ( b
'
L * �a � )
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b)
�
f
�
, �f ,Re f ,Im f L * 1

Beispiel 3: Dirichlet-Funktion f: _ G _
f
'
x ) * � 0x � �

1x K�� überall unstetig

Beispiel 4: Riemann-Funktion f:
'
0, E ) G _

f
'
x ) * � 0x � �

1
q

für x * p
q

mit teilerfremden p,q K�m ist an den irrationalen Stellen stetig und an den

rationalen stellen unstetig.

Definition : Sei a � D. UntereinerD-Umgebungvon a oderauchUmgebungvon a in
D verstehtman jede Teilmenge U ~ D , die eine Menge der GestaltU � ' a )�� D

umfasst. Dabei ist U � ' a ) eine y -Umgebungvon a.

Bemerkung:
1. U ~ B ~ D ist auch D-Umgebung von a, wenn U dies ist.
2. Wenn U und V D-Umgebungen von a sind, dann ist auch U � V D-Umgebung.

Definition' : f : D G L ist stetig in x0 K D � � f ' x � H f
'
x0 � � 0 yXQ x K U

http://www.skriptweb.de

�
L � �



7.1 Stetigkeit Seite 38/124

Folgenkriterium f. Stetigkeit:
f: D ��� ist stetig in x0 � D ����� xn � � D mit xn � x0 gilt: 

f � xn � � f � x0 �
Beweis: Folgt aus Definition

7.2 Rechnen mit stetigen Funktionen

Regel I: f,g: D ��� stetig in x0 � D dann auch für f � g , f   g
Ist g � x0 ��¡ 0 so ist 

f
g

in einer D-Umgebung vonx0 definiert und stetig inx0 .

Regel II: D ¢ f E ¢ g £  seien f stetig in x0 und g stetig inf � x0 �¥¤ y0 Dann gilt: g ¦ f stetig in x0.

Regel III : die f: § a,b̈ � R streng monoton und in x0 � § a,b̈ stetig. Dann ist auch die
Umkehrfunktion h stetig in y0 ¤ f � x0 � .
Beispiel:  Da xn stetig, g © x ª « n

x n « 2,3,...auf ¬ 0,  ª stetig ist

7.3 Erzeugung stetiger Funktionen durch normalkonvergente Reihen

Definition : Gegeben eine Folge von f n : D ��� .
Punktweise konvergent, wenn die � f n � x ��� der Funktionswerte � x � D
konvergiert.

Gegebenenfalls wird durch f � x � : ¤ lim
n ® ¯ f n � x � x � D sog. Grenzfunktion

f: D ��� definiert.

Bemerkung: Auch wenn alle fn stetig sind, muss f nicht stetig sein!

Beispiel: f n ° x ±�² xn x ³µ´ 0,1¶
f � x ��¤ lim

n ®·¯ xn ¤ ¸ 0 x � § 0,1 �
1 x ¤ 1

f unstetig auf [0,1]
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Definition : Funktion f: D ��� heisst beschränkt, ¹ s �»ºP¼ ½ f � x � ½�¾ s � x � D

Man setzt ¿ f ¿ D : ¤ À supÁ ½ f � x � ½ ,x � D Â falls f  beschränktÃ andernfallsÄ
f
Ä

D Norm von f bzgl D. Å f Å .

Bemerkung: Werdensehen,dassjede stetigeFunktion f: D ��� auf einemkompaktenD eine
endliche Norm besitzt.

Rechenregeln für Funktionen mit endlicher Norm:

1. ¿ f ¿ D ¤ 0 � f � x ��¤ 0 � x � D

2. Æ c f Æ D Ç Èc ÈÊÉ Æ f Æ D , c Ë7Ì
3. ¿ f � g ¿ D ¾ ¿ f ¿ D � ¿ g ¿ D (Dreiecksungleichung)

Beweis: Í f � x � � g � x � Í ¾ Í f � x � Í � Íg � x � Í ¾ ¿ f ¿ � ¿ g ¿
Definition : Eine Reihe Î

n Ï 1

Ð
f n von Funktionenauf D heißtnormal konvergent auf D,

wenn jeder Summandfn auf D beschränktist und die Reihe der Norm bezgl. D
konvergiert.Î
n Ï 1

Ð ¿ f n ¿ D Ñ Ã
Lemma: Eine Potenzreihe Î an zn mit KonvergenzradiusR > 0 konvergiertnormalin

jedem Kreis Kr(0) mit r > R.

Beweis: 
f n � z ��¤ an zn¿ f n ¿ K r Ò 0 Ó ¤-Ôan Ô r n

Die Potenzreihe konvergiert absolut innerhalb des Kreises KR(0), Î Ôan Ô r n Ñ Ã Õ
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Beispiel: Reihe Î
n Ï 1

Ð
1� x Ö n � 2 , x ��º \ ×

Beweis-Skizze: I n § a,b̈ kann man n finden.

Damit bekommt man eine Majorante Î 1

n2

Satz: Die Reihe f ¤ Î
k Ï 1

Ð
f k konvergiere normal auf D. Damit gilt: Ist f k stetig� k in X 0 � D , so ist auch f stetig in x0.

Bemerkung: Erst bei normaler Konvergenz bleibt Stetigkeit erhalten.

Beweis: Zu ØÚÙ 0 wähle man zunächst n so gross, dass Û
k Ï n Ü 1

Ð ¿ f k ¿ D Ñ 1
3
Ø� x � D  gilt Ý f � x ��Ö f � x0 �gÝ ¾ Þ Î

1

n

f k � x ��Ö Î
1

n

f k � x0 � Þ � Î
n Ü 1

Ð Ý f k � x �gÝ�� Î
n Ü 1

Ð Ý f k � x0 �gÝ¾ Þ Î
1

n

f k � x ��Ö Î
1

n

f k � x0 � Þ � 2
3
Ø

Wegen der Stetigkeit von ß
1

n

f k à Umgebung U von x0 in D ¼ � x � UÞ Î
1

n

f k � x ��Ö Î
1

n

f k � x0 � Þ�Ñ 1
3
Øâá x � U Ý f � x ��Ö f � x0 � Ý Ñ Ø

Folgerung: Jede Potenzreihe Î
1

n

an zn stellt im Konvergenzkreis KR(0) eine stetige Funktion dar.

Bemerkung: Normal konvergenteReihesind offensichtlichpunktweiseabsolutkonvergent.Für
sie gelten daher der große Umordnungssatz und der Multiplikationssatz.

7.4 Zwischenwertsatz

Zwischenwertsatz:Eine stetigeFunktion f: § a,b̈�� º � a,b��º � nimmt jedenWert ã
zwischen f(a) und f(b) an mindestens einer Stelle an.
c � § a,b̈ an : ã ¤ f � c �
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Folgerung 1: Das Polynom P ä x å�æ xn ç-è mit é�Ù 0 hat für � n � × eine positive Nullstelle.

Folgerung 2: Bisektionsverfahren zur Nullstellenbestimmung

Ist f: § a,b̈�� º stetigund f � a �   f � b � Ñ 0 danngibt esmindestenseineNullstelle êx im Innerendes
Intervalls a Ñ ëx Ñ b mit f ì íx î ï 0 .

Bestimmung der Nullstelle durch fortgesetzte Halbierung des Intervalls [a,b]

a1 ¤ a � b
2§ a,b̈

f � a ��  f � b � Ñ 0
� § a,a1 ¨

f � a ��  f � a1 � Ñ 0
� § a2,a1 ¨

f � a2 �ð  f � a1 � Ñ 0

Folgerung 3: Jedes Polynom mit einem ungeraden Grad ñ 1 hat in º wenigstens eine Nullstelle.

xn ¤ Ö � Ö x � n � Bisektion

7.5 Kompakte Mengen, Satz von Maximum und Minimum

Definition : K ò º oder � heißt kompakt, wenn jede Folge � xn � � K eine konvergente
Teilfolge mit Grenzwertó � K besitzt.

Beispiel: Jedes kompakte (=abgeschlossene) Intervall [a,b] ist kompakt.

Beispiel: Kein offenes Intervall (a,b) ist kompakt.

Beweis: Aus Satz von Bolzano-Weierstraß und Rechenregeln für Folgen.

Lemma 1: Eine kompakte Menge ist beschränkt, d.h. ô Smit õx õ ¾ S � x � K .

Beweis-Skizze: Andernfalls könnte man Folgen ohne konvergente Teilfolgen bilden.

Lemma 1': f1, ... ,fS stetige,reelle Funktionenin � . JedebeschränkteMangeK der
Gestalt K ¤öÁ z � �ø÷ f 1 � z � ¾ 0, ù , f S � z � ¾ 0 Â ist kompakt.

Lemma 2: a) Vereinigung endlich vieler kompakter Mengen ist kompakt.
b) Durchschnitt beliebig vieler kompakter Mengen ist kompakt.

Beispiel für eine kompakte Menge: cantorsche Diskentinum
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Folge kompakter Mangen Cn:

C 0: ¤ý§ 0,1̈

C1: ¤ C0 \ þ 1
2,

2
3 ÿ

C 2: ¤ C1 \ � þ 1
9

,
2
9 ÿ�� þ 7

9,
8
9 ÿ �

Cn ist Vereinigungvon 2n kompaktenIntervallen der Längen
1

3n . Cn+1 entstehtaus C1 durch

Entfernen der offenen mittleren Drittel.

C: ���
n � 0

�
C n  cantorsches Diskontinuum ist kompakt.

Satz von Maximum und Minimum (Weierstraß)

Satzvom Maximum und Minimum (Weierstraß): JedestetigeFunktion f:K � º auf
einem Kompaktum K nimmt ein Maximum und ein Minimum an, d.h.¹ ó 1 , ó 2 � K ¼ f � ó 1 	 ¾ f � x 	 ¾ f � ó 2 	 � x � K

Beweis: Max. Dazu setzen wir:

s: ¤ 
 supf � K 	 falls f � K 	  nach oben beschränkt istÃ andernfalls

Ferner wählen wir� n � × einen Punkt xn � K mit 

s � 1
n  f � xn �  s falls s ��� (*)

n � f � xn �  falls s ���
(xn): Können annehmen, dass (xn) einen Grenzwert ó � K (sonst nehmen wir Teilfolge).

xn ��� Folgenkriterium f � ó 	 ¤ lim
n � � f � xn 	á Folge � f � xn � � beschränkt, was s � � ausschliesst.

Wegen (*) f � ó 	 ¤ lim
n � � f � xn 	 ¤ s
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Wegen f � x 	 ¾ s � x � K , ist ó Maximalstelle in K.

Bemerkung: Ohne Kompaktheit gilt dies nicht.

Sei f: � 0,1̈�� º . f ist stetig, beschränkt, hat aber (0,1] weder ein Maximum noch ein Minimum.

Bemerkung: Mit Satz vom Minimum lässt sich der Fundamentalsatz der Algebra beweisen.

7.8. Stetige Fortsetzung, Grenzwerte von Funktionen

h � x 	 ¤ x2 Ö 1
x Ö 1

Gegeben sei f: D � C undx0 � � , der nicht zu D gehören muss, aber darf.

Gibt es auf D � Á x0 Â eine in x0 stetigeFunktion F(x), die auf D \ {x 0} die GleichungF(x) = f(x)
erfüllt ?

Eine solche Funktion heißt stetige Fortsetzung von f in dem Punkt x0.

Beispiel: g � x 	 ¤ x2 � 1 Ö 1

x2 "x # 0
1 � 1

2
x2 Ö 1

x2

g � 0 	 ¤ 1
2
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lim
x # 0

g � x 	 ¤ 1
2

stetige Fortsetzung G � x 	 ¤ g � x 	 x ¡ 0, ¤ 1
2

x � 0

Defintion: x0 � � heißtHäufungspunkt von D, wennjedeUmgebungvon x0 unendlich
viele Punkte von D enthält.

Beispiel 1: � a,b 	 ò º : alle Punkte a ¾ x ¾ b sind Häufungspunkte.

Beispiel 2: Menge aller Häufungspunkte von '  ist º .

Beispiel 3: D ¤ ( 1
n

, n � × ) Genau 0 ist Häufungspunkt von D.

Bemerkung: Stetige Fortsetzung nur interessant, wenn x0 Häufungswert von D ist.

Satz(Einzigkeitssatz): Seix0 Häufungspunktvon D. DannbesitztjedeFuktionf auf D \
{x 0} höchstens eine in x0 stetige Fortsetzung F auf D � Á x0 Â .

Beispiel: f � x 	 ¤ x2 Ö 1
x Ö 1

; F ¤ x � 1; x0 ¤ 1;

Beweis: Seien F1 und F2 verschiedeneFortsetzungen.Da x0 Häufungspunktist, gibt es in der
Umgebung von x0 Punkte x ¡ 0 ¼ F 1 � x 	 Ö F 2 � x 	 ¤ f � x 	 Ö f � x 	 ¤ 0; F 1 � x0 	 ¤ F 2 � x0 	 wegen
Stetigkeit von F1 und F2. Widerspruch !

Definition : f: D ��� hat im Häufungspunkt x0 von D den Grenzwert a, wenn�+* Ù 0 ¹-, Ù 0 ¼ . f � x 	 Ö a .�Ñ * � x � D \ Á x0 Â  mit /x Ö x0 / Ñ , .

Sagt auch: f(x) konvergiert für x � x0 gegen a.

lim
x # x0

f � x 	 ¤ a  oder f � x 	 � a f � x 	 � x0

Falls f in x0 einen Grenzwert besitzt, so ist die durch
F � x 	 : ¤ 0 f � x 	 x � D \ Á x0 Â

lim
x # x0

f � x 	 x ¤ x0
definierte

Funktion auf D � Á x0 Â die stetige Fortsetzung von f.

Gehört x0 zu D und ist f stetig in x0, so ist F � x0 	 ¤ f � x0 	 ¤ lim
x # x0

f � x 	 .

Gehört x0 zu D, ist aber f nicht stetig in x0, so ist F eine Abänderung von f.
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Beispiel 1: lim
x # 1

x Ö 1
x Ö 1

¤ lim
x # 1

x Ö 1� x Ö 1 	 � x � 1 	 ¤ lim
x # 1

1
x � 1

¤ 1
2

F ¤ 1
x � 1

liefert stetige Fortsetzung für x = 1.

Beispiel 2: lim
x # 0

� 1 � x 	 s Ö 1
x

¤ s � s � '
Beweis: Durch Binominalentwicklung� 1 � x 	 s ¤ 1 � sx � 7 s

2 8 x2 � 7 s
3 8 x3 ù

lim
x # 0

� 1 � x 	 s Ö 1
x

¤ lim
x # 0

1 � xsÖ 1
x

¤ s

Definition : f,g:D � � heißen asymptotisch gleich für x � x0 und x0 ein

Häufungspunkt von D fallslim
x # x0

f � x 	
g � x 	 ¤ 1; f � x 	 9=

asympt. gleich
g � x 	 für x � x0

da lim
x # 0

� 1 � x 	 s Ö 1
x

¤ s � 1 � x 	 s Ö 1 9= sx für x � 0

Definition : Unter einer punktierten Umgebung von x0 versteht man
U * 3 x0 4 : 5 U 3 x0 4 \ : x0 ; wobei U(x0) Umgebung von x0 ist.

Definition'(Grenzwert) : f: D � C konvergiert für x � x0 gegen a, wenn gilt:<>=@?
0 A U * 3 x0 4CBED f 3 x 46F a DHG = für x I U * 3 x0 4KJ D

Rechen mit Grenzwerten:

Regel I: 

f � x 	 � a ,g � x 	 � b für x � x0

f � x 	 � g � x 	 � a � b
f � x 	   g � x 	 � a   b
f � x 	
g � x 	 � a

b
falls b ¡ 0

Regel II: Geg: D L f E L g M
Es gelten f � x 	 �x # x0

a � E

ferner sei g stetig in a. Dann gilt: g � f � x 	C	 �x # x0

g � a 	
Regel III : f,g: D � º haben Grenzwerte in x0. Aus f N g in einer U * 3 x0 4 folgt
lim
x # x0

f � x 	 ¾ lim
x # x0

g � x 	 Beweis aus Stetigkeit.. Konvergenzkritereien.

Satz (Folgenkriterium ): f: D ��� hat in x0 den Grenzwert
a � � � xn 	 � D O Á x0 ÂQP xn � x0 ¼ lim

x # R f � xn 	 ¤ a .

Beweis:  F � x 	 : ¤ S f � x 	 x � D \ Á x0 Â
a x ¤ x0
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Bestehen auf D � Á x0 Â folgende Äquivalenzen:

lim
x # x0

F ¤ a � F ist stetig in x0 � Die Folgenbedingung für Stetigkeit gilt.

Konvergenzkriterium nach Cauchy

f: D ��� hat in x einen Grenzwert 
��� ØÚÙ 0 ¹ U * � x0 	 ¼ET f � x 	 Ö f � x' 	 T�Ñ Ø� x,x' � U

* � x0 	6U D

Beweis: Königsberger

7.9 Einseitige Grenzwerte, Grenzwerte bei Unendlich

f: D ��� , D ò º
I. Einseitige Grenzwerte

Definition : Sei x0 Häufungspunktvon D U � Ö Ã ,x0 	 bzw. D U � x0 , Ã 	 . Man sagt, f
habe in x0 den linksseitigen bzw. rechtsseitigen Grenzwert a � � , wenn�V* Ù 0 ¹W, Ù 0 ¼ T f � x 	 Ö a T Ñ *  für S x � D U � x0 Ö , ,x0 	 linksseitig

x � D U � x0,x0 � , 	 rechtsseitig

Dafür:
a ¤ lim

x X x0

f � x 	 ¤ f � x0 Ö 	 LS

a ¤ lim
x Y x0

f � x 	 ¤ f � x0 � 	 RS

g(x): Gaußklammer:

linksseitiger Grenzwert: g - 1

rechtsseitiger Grenzwert: g
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II. Grenzwerte bei Unendlich

Definition : f: D ��� habe einen nach oben nicht beschränktenDefinitionsbereich
D ò º . Dann heiß a � � Grenzwert von f bei Ã , wenn� ØÚÙ 0 ¹ N ��ºn¼ T f � x 	 Ö a T�Ñ Ø für x � D P x Ù N

Schreibt:a ¤ lim
x # 0

f � x 	 , f � x 	 �x # 0
0

Bemerkung: Der Begriff Grenzwert einer Funktion bei Z verallgemeinert den Begriff
Grenzwert einer Folge. 

f: D � � , D ¤�×
f � n 	 ¤ an

Beispiel: lim
x # R [ x � 1 Ö x \ ¤ 0

Beweis: 

x � 1 Ö x ¤ 1
x � 1 � x

Ñ 1
2 x

für x Ù 0

x Ù N : ¤ 1

4 Ø 2]
x � 1 Ö x

] Ñ Ø für x Ù N q.e.d.

Bemerkung: Oft Substitution x � ó ¤ 1
x

und lim^ # 0
nützlich.

III Uneigentliche Grenzwerte

Definition : f: D � º hat in x0 _ R̀ (reelle Zahlen mit a b ) den uneigentlichen
Grenzwert b .
Beweis: wenn es c k dfe eine punktierte Umgebung U * g x0 h gibt, so dass

f i x jCk k x0 d U * i x0 jCl D

f i x jCm k x0 d U * i x0 jCl D
lim f i x j n o p

Rechenregeln

a) lim
1
f i x j n 0; f i x j6k 0 c x q lim f i x j6n 0

b) lim r f i x jErsn�ptq lim
1
f i x j n 0

c) lim f i x j n p ; g i x j u A c x q lim i f i x j v g i x j j n p
d) lim f i x jCnwp ; g i x jCu A u 0 q lim x f i x jzy g i x j {|n�p
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8. Die Exponentialfunktion
exp: }f~�}
expi z j : n lim

n ��� � 1 v z
n � n n��

0

� zk

k!
n 1 v z v z2

2!
v z3

3!
v��

Satz 1: Die Exponentialfunktion hat folgende Eigenschaften:
(E1) expi z v w j6n expi z j�y expi w j c z,w d��
(E2) lim

z � 0

expi z jC� 1
z

n 1

Sie ist die einzige Funktion auf �  mit diesen Eigenschaften.

Satz 1': Zu jedem c ��} gibt es genau eine Funktion f : ����� mit 
(E1) f i z v w j6n f i z jzy f i w j c x,wd��
(E2') lim

z � 0

f i z j�� 1
z

n c

Diese Funktion ist gegeben durch f i z jCn expi c z j6n lim
n ��� � 1 v cz

n � n n �
k � 0

� i cz j k
k!

Folgerungen aus E1:

a) expi � z j n � expi z j �s� 1 und expi z j � 0 c z

b) expi r j n er für rationales r

e: n expi 1 j6n lim
n ��� � 1 v 1

n � n n �
0

� 1
k!

Beweis:
(a) folgt aus expi z j expi � z j n expi z � z j n expi 0 j n 1
(b) für r n n d N
expi n j6n expi 1 v 1 v 1 v���v 1 j

n-mal
n�� expi 1 j�� n n en

r n 1
n

e n expi 1 jCn expi n
n
jKn exp � 1

n
v 1

n
v�� 1

n � n exp � 1
n � n e

1
n n � exp � 1

n � � n

r n m
n
i m,ndfe�j da exp � m

n � n � exp � 1
n � � m

oder da exp � � m
n � n � exp � m

n � � � 1

expi r j n er

Für beliebiges z df� ez: n expi z j
E1: ez � w n ez y ew

E1 & E2 q  Die Exponentialfunktion ist stetig

lim
h � 0

i ez � h � ez j6n ez lim
h � 0

eh � 1
h

y h � 0  
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8.2 Die Exponentialfunktion für reele Argumente

Satz 2:
a) Für x d�e ist ex reell und größer als Null.
b) exp: e���e wächst streng monoton.
c) exp:  ¢¡�  + ist bijektiv

Satz 3: Für jede natürliche Zahl n gilt

(*)  lim
x ��� ex

xn
n�p

(**)  lim
x � � � ex

x � n n lim£ ���W¤ n

e
£ n 0

expi x j ex k xn � 1i n v 1 j ! x k 0

ex

xn
k xi n v 1 j ! q.e.d.

8.3 Der natürliche Logarithmus

ln : ¥ + ¦ ¥
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y n ex  und x n ln y

Satz 5: Der natürliche Logarithmus hat die Eigenschaften
(L1) ln x y n ln x v ln y i x , y d�e + j
(L2) lim

x � 0

ln i 1 v x j
x

n 1

Beweis (L1): eln xy n xy n eln x y eln y n eln x � ln y

sei (xn) eine Nullfolge mit xn § 0 ; yn : ¨ ln © 1 ª xn « ,

eine Nullfolge
ln i 1 v xn j

xn

n yn

eyn � 1
� 1 für n �¬p

Satz 6: lim
x ��� ln x

n
x
n 0 n d�

Beweis: Die Substitution x: n en
£

lim£ ��� n ¤e
£ n 0

8.4 Exponentialfunktionen zu allgemeinen Basen

Sei a eine reelle Zahl > 0

ax : ¨ ex ln a

F x � ax Exponentialfunktion zur Basis a

(E1) ax � y n ax a y für alle x,yd�e
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(E2ln a) lim
x � 0

ax � 1
x

n ln a

Weitere Eigenschaften:

a) ax ist stetig

b) Ihr Wertvorrat ist ® + falls a o 1,d.hln a � 0

c) Sie ist streng monoton wachsend (fallend) wenn a > 1 (a < 1) ist.

Rechenregeln :

Für a, b > 0 und beliebige x , y ¯ ® gilt:

a) i ax j y n axy

b) ax bx n i ab j x
Beweis: a) i ax j y n ey ln a x n exy ln a n axy  b) ax y bx n ex ln a y ex ln b n ex ln ab n i ab j x q.e.d.

Potenzfunktion zu beliebigen reellen Exponenten:

xa : n ea ln x für x k 0

für a > 0 xa wächst streng monoton.

für a < 0 xa fällt streng monoton.

Wichtige Grenzwerte:

lim
x ��� xa n ° p für a k 0

0 für a m 0

lim
x � 0

xa n ° 0 für a k 0p für a m 0

lim
x ��� ln x

xa n 0 für a k 0

lim
x � 0

xa ln x ± 0 für a ² 0

Satz 7: Für jedess d�e und x d i � 1,1 j gilt:i 1 v x j s n´³
n � 0

� µ
s
n ¶ xn n 1 v sx v µ s

2 ¶ x2 v µ s
3 ¶ x3 v��

ln i 1 v x jKn ³
n � 1

� i·� 1 j n � 1

n
xn n x � x2

2
v x3

3
� x4

4
v��

ln 2 n´³
k � 1

� i¸� 1 j k � 1

k
n 1 � 1

2
v 1

3
� 1

4
v 1

5
���

Berechnung der Logarithmen:

Für x d i � 1,1 j
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ln
1 v x
1 � x

n 2 ³
n � 0

� x2n � 1

2n v 1
n 2 i x v x3

3
v x5

5
v x7

7
v��¹j

y k 0 y n 1 v x
1 � x

mit x n y � 1
y v 1

z.B: y n 2 q x n 1
3

ln 2 n ln
1 v 1

3

1 � 1
3

n 2 º 1
3
v 1

3 y 33 v 1

5 y 35 v 1

7 y 37 �¼»
ln 2 ½= 0,693147¾ R ¿ À ¿HÁ 10� 6

Stirlingsche Formel: (1692-1770)

n! n 2 Â n Ã n
e Ä n

exp Å�Æ n

12n Ç ; vn d�i 0,1�
ln n! n ln 2 Â´v�i n v 1

2
j ln n � n vÈÆ n

12n

n=1000; 0,1 Promille

1000! É 4,024y 102568

8.7 Hyperbolische Funktion

coshi z j : n 1
2
i ez v e� z j

sinh i z j : n 1
2
i ez � e� z j

tanhi z j : n sinh i z j
coshi z j

coth i z j : n coshi z j
sinh i z j

cosh i z v w j n cosh i z j cosh i w j v sinh i z j sinh i w j
sinh i z v w j n sinh i z j cosh i w j v cosh i z j sinh i w j

cosh2 z � sinh2 z n 1

auch durch Potenzreihen:

coshi z j6n 1
2
³
0

� � 1 vwi·� 1 j n � zn

n!
n´³

0

� z2ki 2k j !

sinh i z j6n 1
2
³
0

� � 1 �wi·� 1 j n � zn

n!
n ³

0

� z2k � 1i 2k v 1 j !
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8.A Tringonometrische Funktionen (KB 10)

cosx : n Re i eix jÊn 1
2
i ei x v e� i x j

sin x : n Im i eix jËn 1
2 i

i ei x � e� i x j
Es gilt:

ei x n cosx v i sin x (Euler-Formel)

Bemerkung: ei x liegt wegen Ìei x2 Ì n ei x e� i x n 1 auf dem Einheitskreis von Í .

i sin x j 2 v i cosx j 2 n 1

http://www.skriptweb.de

i

sinx
cosx

e

1



8.A Tringonometrische Funktionen (KB 10) Seite 54/124

Definition : Für beliebige z Î Í :

cosz : n 1
2
i ei z v e� i z j

sin z : n 1
2 i

i ei z � e� i z j
Folgt:
cosz n coshi z
sin z n � i sinh i i z j

Mittels ei Ï z � w Ð n ei z ei w q
Additionstheorem:

cosi z v w jCn coszcosw � sin zsinw
sin i z v w j n sin zcosw v coszsinw

Aus der Exponentialreihe:

cosz nÒÑ
k � 0

� i·� 1 j k z2 ki 2 k j ! n 1 � z2

2 !
vÓ�

sin z nÔÑ
k � 0

� i·� 1 j k z2 k � 1i 2 k v 1 j ! n z � z3

3 !
vÕ�

Aus der Sinusreihe folgt: lim
z � 0

sin z
z

n 1

Wertetabelle:

x 1
2
Â Â 3

2
Â 2 Â

ei x i -1 -i 1

cosx 0 -1 0 1

sinx 1 0 -1 0

Satz: c z df� gilt:

e
z � i Ö

2 × i ez

ez � i Ö ×ÈØ ez

ez � 2 i Ö × ez

D.h. die Exponentialfunktion hat die imaginäre Periode 2 Ù i .
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Satz: c z df�
cos Ú z v Â

2 Û n´� sin z

cos Ü z v´Â�Ý�n´� cosz

cos Ü z v 2 Â Ý n cosz

sin Ú z v Â
2 Û n cosz

sin Ü z vÞÂ�Ý�n´� sin z

sin Ü z v 2 Â Ý n sin z

Definition :

tan z : ß sin z
cosz

(auch: tg z)

cot z : ß cosz
sin z

(auch ctg z)
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Definition : Tangensist in Úà� Â
2

;
Â
2 Û definiert,stetig,strengmonotonwachsendund

weder nach oben noch nach unten beschränkt.Er bildet daher diesesIntervall
bijektiv auf e ab und besitzt dort eine Umkehrfunktion, die

arctan: eá� Úà� Â
2

;
Â
2 Û  (Arcustangens)

Â-n 4 arctan1

Reihe: arctanx nÔâ
k � 0

� i·� 1 j k x2 k � 1

2 k v 1
n x � x3

3
v x5

5
vÓ�

Beweis: Königsberger
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Satz (Additionstheorem):
tan i z v w jÊn tan z v tan w

1 � tan z tan w
;

arctanx v arctany n arctanã x v y
1 � x y ä ;

Beweis: aus Definition

Satz (Polarkoordinaten): Jede komplexe Zahl z besitzt eine Darstellung
z å r ei æ mit r ç è z è , é¬ê�ëé ist im Falle z � 0 bis auf eineAddition einesganzzahligenVielfachenvon 2 Â

bestimmt, im Fall z n 0 beliebig.

Bemerkung: JedesPaar i r , ì�j mit z å r ei æ heißt Polarkoordinaten für z, und é ist das
Argument für z. ei æ heißt Phase von z (bzw. Phasenfaktor).

Beweis:
Sei z � 0
zí
z
í n ¤ v i î , ¤ , îàï�ð .

Dann ist ñ zí
z
í ñ 2 n 1 q ¤ 2 vÓî 2 n 1ò : n arccos¤ q ¤ n cos òqVîWn´o sin òì : n ó ò wenn îônÞv sin ò� ò wenn îônÞ� sin ò

Dann ist ¤ n cos ò n cos ì , îWn sin ìõVö�÷ i øôç ei ùq z n í z í ei ù
Sei nun z ú û z û ei ü eine weitere Darstellung im Fall z � 0õ ei ýþù ÿ ��� ç 1 õ i

� é����
	Ëç 2 k � i k ê�qVìán arctan
î¤ � î¤ n tan ì
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9. Differenzialrechnung
Beschränkung auf D �Þð . Lassen aber komplexen Wertebereich zu.

9.1 Ableitung einer Funktion

Definition : f: I � � heißt differenzierbar  in x0 ï I , wenn � lim
x � x0

f i x jË� f i x0 j
x � x0

.

DieserGrenzwertheißtdannAbleitung oderder Differenzialquotient von f in x0

und mit f' i x0 j|n D f i x0 jËn d f
d x

i x0 j  geschrieben.

Fernerheißt die Funktion f in I differenzierbar , wenn sie in jedem Punkt des
Intervalls I differenzierbar ist.

x � x0 v h

f' i x0 jÊn lim
h � 0

f i x0 v h j � f i x0 j
h

.

Geometrischdefiniert für ein reellesf die Gerade y n f i x0 j|v f' i x0 j|i x � x0 j die Tangentein�
x0 , f i x0 j � des Graphen f

Bemerkung:
a) D xn n n xn ÿ 1 n ïÓ
b) 

D ec x n c ec x c ïÞ�
D ax n ax ln a a ïÞð

c) D ln x n 1
x

Beweis:

a) ¤ n � xn

¤ � x
n ¤ n ÿ 1 v ¤ n ÿ 2 x vÓ� v xn ÿ 1 �� � x

n y xn ÿ 1

b) ec � x � h ��� ec x

h � ec x ec � h ��� 1
h � ec x

c h ��� c h � 2
2 !

�! 
h "h # 0

c ec x
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c) ln & x ' h (*) ln x
h + 1

x

ln , x ' h
x -

h
x

+ 1
x

ln , 1 ' n
x -

h
x

+ 1
x

h
x
) , h

x - 2
1
2
) , h

x - 3
1
3
)!.

h
x /h 0 0

1
x

Lemma:
f: I /21 ist in x0 3 I genaudanndifferenzierbar,wenneseinein x0 stetigeFunktion
q: I /�1 gibt, sodass f & x ( + f & x0 (4' q & x (�& x ) x0 ( . Es ist dann f' & x0 ( + q & x ( .

Beweis: Die Existenz von
f & x (�) f & x0 (

x ) x0

bedeutet, dass die durch

q & x ( : + f & x (4) f & x0 (
x ) x0

x 3 I \ 5 x0 6 definierteFunktion in x0 festgesetztwerdenkann;der Wert

der setigen Funktion ist Grenzwert q & x0 ( + f' & x0 (
Bemerkung: Differenzierbar 7 stetig

lim
x 8 0
x 9 0 f & x (*) f & 0 (

x
lim
x 8 0 : lim

x 9 0
Beispiel: Takagi-Funktion

Sei f n die stückweise lineare Funktion auf ; mit der Gerade 4< n
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f : + >n ? 1

f n ist auf ganz ; stetig, aber nirgends differenzierbar.

Lemma: f: I /@1 ist in x0 genau dann differenzierbar,wenn A lineare Funktion
F : BDC@E ; 

(*)  F F x0 GIH f F x0 G  und lim
x J x0

f F x GLK F F x G
x K x0

H 0

Ggf. ist (**) F F x G*H f F x0 GIM f' F x0 G F x K x0 G für x NOB
Bemerkung: Diese Formulierung fordert die Approximierbarkeitvon f durch eine lineare

Funktion F derart, dass f F x G P F F x G mit x P x0 schnellerals x K x0 . Entsprechend
heißt F die lineare Approximation von f im Punkt x0.

Bemerkung: Diese Lemmaszeigen,dass„differenzierbar“ bedeutet,dass man die Funktion
lokal durch eine lineare Funktion aproximieren kann.

Beweis:
Sei F eine lineare Funktion mit (*).
Dann ist F F x GIH f F x0 G*M b F x K x0 G mit einem b NQE .
f F x G*K f F x0 G
x K x0

H f F x G*K F F x0 G
x K x0

f F x G*K F F x G
x K x0

H f F x G*K F F x0 G
x K x0

M b

lim
x J x0

f F x GIK f F x0 G
x K x0

H b R f ist differenzierbar

Umkehr: f sei differenzierbar in x0 R F F x G A R (**) R (*)

Definition : Man sagt, eine f: D PTS habe in x0 U D
(i) ein globales Maximum, wenn f F x G*V f F x0 G W x U D
(ii) ein lokales Maximum, wenn A U um x0 : f F x GLV f F x0 G W x U U X D

Entsprechend ist das Minimum definiert.

Bemerkung:
Eine auf einem kompaktenIntervall stetige reelle Funktion hat nach 7.5 ein globales
Maximum und ein globales Minimum.

Satz(Extremalstellen): Sei f in einemoffenenIntervall I um x0 definiert..Besitztf in
x0 ein lokales Extremum und ist f in x0 differenzierbar, so gilt:
f' F x0 GIH 0

Beweis:

f YU x0
 habe in x0 ein Maximum. Für x U U x0

mit x Z x0  ist 
f F x GLK f F x0 G
x K x0

V 0 .

Mit  x [ x0 folgt f' F x0 G*V 0 .
Analog x \ x0 : f' F x0 G*] 0R f' H 0 .
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Bemerkung: Die Kandidaten für Extremalstellen von f : ^ a , b _ PTS sind also
(i) die Randpunkte a, b
(ii) die Punkte x U F a , b G , in dem f nicht differenzierbar ist
(ii) die Punkte x U F a , b G , in denen f' F x0 G*H 0

Keiner dieser Punkte muss tatsächlich Extremalstelle sein:

Beispiel:
f F x G*H x3 , x U ^ K 1 , 1 _
f' F 0 GIH 3 x2 Y x0 H 0

Trotzdem besitzt f in 0 nicht einmal ein lokales Extremum.

9.4 Ableitungsregeln

Differenzenquotient 
f ` f 0

x ` x0

anschreiben für f H f 1 M f 2 , f 1 a f 2 ,
f 1

f 2

R
I. Algebraische Regeln

(a) F f M g G b F x G H f' F x G M g' F x G
(b) F f g G ' F x G H f' F x G a g F x G M f F x G a g' F x G  (Produktregel)

(c) c f
g d ' F x GIH f' F x G g F x G*K f F x G g' F x G

g2 F x G  (Quotientenregel)

Beispiel: F tanhx G ' H c sinh x
coshx d ' H sinh ' x coshx K sinh x cosh' xF coshx G 2 H 1F cosx G 2

II. Kettenregel

Gegeben: I P f J P g e
f sei in x0 differenzierbar g sei in y0 = f(x0) differenzierbarf g g f in x0 differenzierbar und es gilt F g h f G ' F x0 G�H g' F f F x0 GiG a f' F x0 G
g h f F x G H g F f F x G G

Beispiel: F xa G ' Hkj ea ln x l ' H ea ln x a a
x

f m ey f m a ln x

Beispiel: n ln o f o p ' H f'
f

, wobei f q 0 in F a , b G differenzierbar

Bemerkung: Mann nennt 
f'
f

die logarithmische Ableitung.

Rechenregel: Seienf1, ...., fn differenzierbar,reeleFunktionenauf (a,b)ohneNullstellenundseia1,
...,an r  R, so gilt:

F : H s f 1 s a1 s f 2 s a2 t s f n s an

F'
F u a1

f 1 '

f 1 v a2

f 2 '

f 2 vxw an

f n '

f n
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Beweis: ln F y2z
k 0 1

n

ak ln { f n { ;
III. Differenziation der Umkehrfunktion

Sei g die Umkehrfunktion einer streng monotonen Funktion 
f : I |T} .

Ist f in y0 ~ I differenzierbar mit f' � y0 �I� 0 ,
so ist g in x0 � f � y0 � differenzierbar mit 

f' � x0 � � 1
f' � y0 � � 1

f' � g � x0 � � ;

Memnotechnisch: 
d y
d x � 1

d x
d y

.

Beispiel:

y y ex � d y
d x

y ex ;

x y ln y � d x
d y

y 1
y
y 1

ex ;

9.3 Höhere Ableitungen

Definition : Sei f in I differenzierbar.Ist dann f': I |2�  in x0 ~ I differenzierbar,so
heisst die Ableitung von f' in x0 die 2. Ableitung von f in x0,

f'' � x0 � � D2 f � x0 � � d2 f

dx2 � x0 � .

Allgemein definiert man rekursiv die n-te Ableitung f(n) von f als Ableitung von

f(n.1), falls f(n-1) differenzierbar ist. f (n) � Dn f � dn f

d xn � x0 �
Existiert für � n ~�� die Ableitung, so heisst f beliebig oft differenzierbar.

Definition : f : I |@� heißtstetig differenzierbar , wennf auf I differenzierbarist und
wenn f' stetig ist.
f : I |@� heißt n-mal stetig differenzierbar , wenn f', f'', ..., f(n) existierenund

stetig sind.

9.4 Mittelwertsatz und Schrankensatz

Mittelwertsatz : f: � a,b��|2} sei auf dem Intervall [a,b] stetig und auf dem offenen

Intervall (a,b) differenzierbar. Dann ��� ~ � a,b ��� f � b �i� f � a �
b � a � f' � � �
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Spezialfall (Satz von Rolle):
Gilt f � a � � f � b � , so ��� ~ � a,b �i� f' � � � � 0 .

Beweis (Rolle): Ist f = const, so ist f' � � � � 0 � � ~ � a,b � . F nicht const, nimmt f als stetige
Funktion auf [a,b] Maximum und ein Minimum an, wobei eines der beiden von f(a) = f(b)
verschiedenist. F hat daher in � ~ � a,b � ein Extremum und dort ist wegen des Satz über
Extremstellen f' � � � � 0 . q.e.d.

Folgerungen: Monotoniekriterium: Ist f: � a,b � |2} differenzierbar, so gilt
f' � 0
f' � 0

in � a,b ��� f wächst
fällt

in � a,b �  streng monoton

f' � 0
f' � 0

in � a,b ��� f wächst
fällt

in � a,b �  monoton

Ist f ausserdemstetig auf [a,b] so gelten alle rechtsstehendenAussagenauf [a,b]. Bew:
Königsberger

2. Kriterium für lokale Extrema:

Sei f: � a,b � |�} differenzierbar.Ist f'(x0) =0 mit x0 ~ � a,b � ; so hat f in x0 ein lokalesMinimum,

wenn x0 eine Umgebung ��� , � � mit 
f' � x � � 0 für x ~ ��� ,x0 �
f' � x � � 0 für x ~ � x0, � �

Zusatz: f : � a , b � �@� sei 2-mal stetigdifferenzierbar.Ist f' � x0 � � 0 in x0 ~ � a , b � , so hat f in
x0 ein 
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a) lokales Minimum, wenn f'' � x0 � � 0

b) lokales Maximum, wenn f'' � x0 � � 0

Beweis: Königsberger

f'' � “Krümmung“

Bemerkung: Der Mittelwertsatzgilt nur für reellwertige Funktionen.Es gilt aber folgende
Verallgemeinerung für komplexwertige Funktionen:
Sei f : � a , b � |@� stetig und auf (a, b) differenzierbar. Dann �¡� ~ � a , b � :¢

f � x1 �¤£ f � x2 � ¢�¥ ¢x1 £ x2

¢§¦©¨
f'
¨ ª

a , b« .
Schrankensatz: EinestetigdifferenzierbareFunktion f: � a,b��|2� auf einemkompakten

Intervall [a,b] ist Lipschitz-stetig; für x1, x2 ~ � a,b� gilt¢
f � x1 �4£ f � x2 � ¢¬¥ ¢x1 £ x2

¢ ¦¨
f'
¨ ª

a,b«  
Folgerung: Eine differenzierbare Funktion f: I |�� ist auf I konstant ® f' y 0

Satz: JededifferenzierbareFunktion y: }
|2� die eineIdentitäty'=aymit a ~ � erfüllt,
hat die Gestalt y � x � � C eax C ist eine Konstante.

Bemerkung: Bedingungzwischeneiner gersuchtenFunktion und Ihrer Ableitung nennt man
eine Differenzialgleichung: Diese entsteht beim Grenzübergang ¯ t | 0 aus, der
'diskreten' Gleichung y � t ° ¯ t �4� y � t � � ay � t �²± ¯ t für eine Funktion y, die in diesem
ZusammenhangWachstumsfunktionheisst,bei welcherZuwachs y � t ° ¯ t �4� y � t �4³ zum
Bestand y(t) und zur Zeitspanne ¯ t ist.

Beweis: f � x � : � y � x � é ax

f' � x � � µ y' � x ��� ay � x � ¶ é ax � 0� f � const� y � x � é ax � y � ceax

Satz (Verallgemeinerter Mittelwertsatz): 
f,g: � a,b��|2} seien stetig und in (a,b) differenzierbar. Ferner sei
g' � x � � 0 � x ~ � a,b � . Dann ist

g � b �i� g � a � und ��� ~ � a,b � mit
f � b �4� f � a �
g � b �4� g � a � � f' � � �

g' � � �
Beweis: Es ist g � b � � g � a � , sonst gäbe es ein � ~ � a,b � mit g' � � � � 0 nach Rolle.

F � x � : � f � x �4� f � b �4� f � a �
g � b � � g � a � µ g � x �4� g � a �§¶·� F � b � � F � a �

Daher ��� mit F' � � � � 0
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F' � x � � f' � x �4� f � b �4� f � a �
g � b � � g � a � g' � x � � 0

Die L'Hospitalsche Regel:
f,g: � a,b � |2} seiendifferenzierbar,und es sei g' � x � � 0 für x ~ � a,b � . In jedem

der beiden Fälle
a) f � x � | 0 und g � x � | 0 für x ¸ a
b) f ¹ x º » ¼  und g ¹ x º » ¼  für x ½ a
gilt dann:

Existiert lim
x ¾ a f' � x �

g' � x � , so existiert auch lim
x ¿ a f ¹ x º

g ¹ x º und es ist lim
x ¾ a f � x �

g � x � � lim
x ¾ a f' � x �

g' � x �
Entsprechendes gilt für x À b , x | Á  und x | � Á

Beispiel: lim
x ¾ 0 sin x

x � lim
x ¾ 0 cosx

1 � 1

lim
x ¾ 0 x ± ln x � lim

x ¾ 0 ln x
1
x

� lim
x ¾ 0 1

x� 1

x2

� lim
x ¾ 0 � x � 0

9.6 Reihen differenzierbarer Funktionen

Bemerkung: Normal konvergenteReihenstetigerFunktionendefiniereneine stetigeFunktion.
Jedoch gilt: Eine normal konvergenteReihe differenzierbarer Funktionen ist nicht
notwendig differenzierbar.

Beispiel: Âx Â �Ã
n Ä 0

Å Æ 1
2
n ÇÉÈ x2 � 1 Ê n
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Satz: Seien f n: I ÌÎÍ differenzierbare Funktionen wie folgt:

1. Ã
n Ä 1

Å
f n konvergiert punktweise auf I

2. Ã
n Ä 1

Å
f n ' konvergiert normal auf I

Dann ist f : ��Ã
n Ä 1

Å
f n auf I differenzierbar und hat die Ableitung f' : �ÏÃ

n Ä 1

Å
f n ' .

Beweis: Königsberger

Beispiel: Eine Potenzreihe f � x � �ÐÃ
n Ä 0

Å
an xn

mit einem KonvergenzradiusR > 0 darf in (-R,R)

gliedweise differenziert werden: f' � x � �Ã
n Ä 1

Å
n an xn ´ 1

Sie darf sogar beliebig oft gliedweise abgeleitet werden.
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11. Lineare DG mit konstanten Koeffizienten
Lineare Differentialgleichungen mit konstanten  Koeffizienten

Beispiel: Ñy Ò Ó ky radioaktiver Zerfall m Ôy ° r Ôy ° ky � q � t �
11.1 Einführung

Unter einer linearen Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten versteht man die
Gleichung

(L) y Õ n Ö � an ´ 1 y Õ n ´ 1 Ö °!×Ø° a1 y' ° a0 y � q � x � ,

wobei a0 , Ù , an Ú 1 ÛQÜ und q : I ÝßÞ gegeben.
Unter einer Lösung versteht man eine n-mal differenzierbareFunktion y : I |T� , die die
Bedingung (L) erfüllt.
n heißt die Ordnung der Differenzialgleichung, q ist die Inhomogenität.

Ferner heißt die Differenzialgleichung

(H) yÕ n Ö ° an ´ 1 y Õ n ´ 1 Ö °!×à° a1 y' ° a0 y � 0

homogene Gleichung.

Operatorschreibweise:

P � x � � xn ° an ´ 1 xn ´ 1 °á×â° a1 x ° a0  Polynom

Definiert man für eine n-mal differenzierbare Funktion f:
P � D � f : � � Dn ° an ´ 1 Dn ´ 1 °ã×ä° a0 � f � f Õ n Ö ° an ´ 1 f n ´ 1 °á×â° a0 f ;

Beispiel: P � D � eå x � P �4æ � eå x ;
Dn eå x � æ n eå x , æ ~ }

Dn = n-fache Ableitung

Bemerkung: Es gilt P1 � D � � P2 � D � f � � � P1 P2 � � D � f � � P2 P1 � � D � f .

Lemma: Sind y1  und y2 Lösungen von (L), dann ist y2 � y1 Lösung von (H).

Beweis: P � D � � y2 � y1 � � q � q � 0 ;

Lemma: Aus einerLösung y0 von (L) entstehtjede weitereLösungy durch Addition
einer Lösung yH der (H).

Beweis: P � D � y0 � q � x � ;
P ç D è yH é 0 ;
P ç D èêç y0 ë yH è é q ç x è wobei ç y é y0 ì yH è ;

Die Ermittlung aller Lösungen von (L) spaltet sich dabei in folgende Teilaufgaben:

1. Bestimme alle Lösungen von (H)

2. Bestimme wenigstens eine Lösung, die „partikuläre Lösung “ der (L)
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Lemma: Die Linearität und Homogenität von (H) implizieren, dass jede
Linearkombination c1 y1 °ã×í° ck yk ç ci ÛîÜ è von Lösungen y1 , Ù , yk der
Gleichung (H) auch eine Lösung ist.

Bemerkung: Die Gesamtheitder komplexenLösungenvon (H) bildet einensog.Vektorraum L
über ï .

11.2 Eindeutigkeitssatz

Ein durch (L) beschriebener Vorgang involviert häufig noch die Vorgabe um n Anfangswerten:
y � x0 � , y' � x0 � , × , yð n ñ 1 ò � x0 �

an einem x0 ~ I .

Beispiel: n = 2, x = Zeit, dann ist y � t0 � Anfangswert, y' � t0 � � Ôy � t0 � Anfangsgeschwindigkeit,
unf (L) ist die Newton'sche Gleichung:
m y'' � F ;
m óy � F ;

Lemma: SeiY : I ô ï einedifferenzierbareFunktionauf einemIntervall I. GenügtY
auf I derUngleichung õY' õ � C õY õ mit C ~ } ö , undgilt Y � x0 � � 0 für ein x0 ~ I
, so folgt Y = 0.

Beweis:
a) hier nur für den Fall Y � 0 ; reelle Allg. Fälle sieheKönigsberger.f : � Y eñ C x wegen
f' � eñ C x � Y' � C Y � � 0 , d.h. f ist monotonfallend. Hat f in x0 eineNullstelle � f � 0 für
x � x0 � Y � 0 � x � x0 � Y � 0 .
g : � Y eC x � Y � x � � 0  für x � x0 .

Eindeutigkeitssatz 1: Seieny1 , y2 : I |÷� Lösungen von (L) mit gleichen
Anfangswerten an einer Stelle x0 ~ I : y1ð k ò � x0 � � y2ð k ò � x0 � k � 0 , × , n � 1 .
Dann gilt: y1 � x � � y2 � x � � x ~ I .

Beweisidee: Man verwendet obiges Lemma mit Y : �Øø
k ù 0

n ñ 1 ú
yð k ò � x � ú 2 mit y ð k ò : � y2ð k ò � y1ð k ò .

Folgerung:

(i) Sind y1 , y2 , × , yn n linearunabhängigeLösungenvon (H), so ist jedeweitereLösungy eine
Linearkombination y û c1 y1 üãýâü cn yn mit c1 , ý , cn þîÿ .

Bemerkung: Geg: y1 , ý , yn .

 Das yi heißt linear abhängig, wenn yi � ø
j ù 1
j
�

i

n

d j y j ; d j
���

.

Beweis: folgt aus dem Eindeutigkeitssatz und linearer Algebra.

(ii)Der komplexeVektorraumL aller komplexerLösungender homogenenDifferenzialgleichung
(H) hat die Dimension � n .
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11.3 Ein Fundamentalsystem für die homogene Gleichung

Lösungsansatz: y � x � û e� x .

DieserAnsatzlöst (H) genaudann,wenn 	�
 n � an  1 
 n  1 ����� a1 
 � a0 � e� x � 0 , d.h. wenn�
Nullstelle des Polynoms P 	 x � � xn � an  1 xn  1 ����� a1 x � a0 .

P heißt charakteristisches Polynom der DG.
(Englisch: ODE (ordinary differential equation), PDE (partial differential equation))

Hat P(x) n verschiedeneNullstellen � 1 , � 2 , � , � n , so hat manin e� 1 x , � , e� n x n verschiedene
Lösungen von (H).
Im untenfolgendenSatzwird gezeigt,dasssie auchlinear unabhängigsind. Sie bilden dahereine
Basis des Raums aller Lösungen von (H).

Fall mehrfacher Nullstellen: P hat dann< n Nullstellen,aberesgibt wiedern linear unabhängige
Lösungen,da man jeder k-fachen Nullstelle

�
neben e� x weitere (k - 1) linear unabhängige

Lösungen zuordnen kann.

Heuristische Herleitung: (griech. heuristische Betrachtung = Plausibilitätsbetrachtung)
Beispielsweise2-facheNullstelle, wir betrachtendieseals GrenzlagebenachbarterNullstellen

�
und � � .

� ��� 0 : e� x und e� �������! x :

auch die Linearkombination e� �����"�# x $ e� x% 
 � 1 � % 
 x � 	 % 
 x � 2
2 !

�&�'$ 1% 
 (���*) 0
x e� x

Bei mehrfachen Nullstellen sind die Faktoren e� x , x e� x , � , x4  1 e� x auch Lösung der
Differenzialgleichung (H).

Satz 2 (Fundamentalsystem):
Sei P das charakteristischesPolynom der Gleichung (H). Seien � 1 , � � r die
verscheidenenNullstellen von P und k1 , � , kr derenjeweilige Vielfachheiten.
Dann hat (H) folgende n linear unabhängige Lösungen:

Zu 
 1 die k1 Lösungene� 1 x , x e� 1 x , � , xr e� 1 x
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Zu � r die kr Lösungene� r x , x e� r x , � , xk r  1 e� r x

Jede Lösung von (H) ist eine Linearkombination dieser n Lösungen.

Folgerung: Die Gleichung(H) besitztzu beliebiggegebenenAnfangswerten 	43 0 , � , 3 n  1 � �5� n

bei x0 genau eine Lösung y mit y6 k 7�8 x0 9;:5< k , k : 0 , = , n > 1 .

Beispiel: y� 4  $ 3 y� 3  � 3 y'' $ y' � 0 ;
charakteristisches Polynom ? 4 @ 3 ? 3 A 3 ? 2 @ ?CB&?EDGF#? @ 1 H 3 B 0 ;
Nullstellen: 0 ist einfache, 1 ist dreifache Nullstelle;
Fundamentalsystem: e0 � 1 , ex , x ex , x2 ex

Beispiel: Überdämpfte SchwingungI
y � 6 Jy � 9 y � 0

Auslenkung y(t)

Anfangsbedingung: 
y 	 t � 0 � � 0Jy 	 t � 0 � � 1

Charakteristisches Polynom: 

 2 � 6 
 � 9 � 0	#
 � 3 � 2 � 0 KL
 � $ 3 doppelte Nullstelle

Fundamentalsystem: e 3t , t e 3t

y � c1 e 3t � c2 t e 3t

y 	 0 � � 0 � c1Jy � $ 3c1 e 3t � c2 e 3t 	 1 $ 3t �Jy 	 0 � � 1 � $ 3c1
� c2 K c2 � 1 K y 	 t � � te 3t

Reelle Lösungen: Seien die Koeffizienten der Differentialgleichung
P 	 D � y � q reell: a0,

� ,an  1
�NM

Lemma: Sowohl der Realteil u als auchder Imaginärteilv einer komplexenLösung
z � u � i v der Gleichung (H) sind Lösungen von (H).

Beweis: Lösung z.z� k  � u � k  � i v � k  impliziert P 	 D � z � 0O
u � n  � an  1 u � n  1  �P�Q� a0 u R � i

O
v � n  � an  1 v � n  1  �S�T� a0 v R � 0

Die Summen in der [...] sind reelle Funktionen, folglich Null.

Beispiel: y'' $ 2y' � 5y � 0

Charakteristisches Polynom: 
? 2 @ 2 ? A 5 B 0? 1 B 1 A 2i , ? 2 B 1 @ 2i

Komplexes Fundamentalsystem: e� 1 � 2i  x , e� 1  2i  x
Reelles Fundamentalsystem: excos2x, exsin2x

Re e2ix � cos2x U e2ix � cos2x � i sin2xV
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Re 	 ex e2ix � � excos2x

Mögliche Fundamentalsysteme:

Re y1, Im y2

Re y1, Im y1

y1+y2, y1-y2

11.4 Berechnung einer partikulären Lösung bei speziellen Inhomegenitäten

P(D) y = q

Satz 3: q habe die Gestalt: q 	 x � � W b0
� b1 x �P�Q� bm xm X eY x und Z sei eine k-fache

Nullstelle von P (k=0 bedeutehier P F\[ H�] 0 ). DannbesitztP(d)y=qeineLösung
y 	 x � � W c0

� c1 x �P�^� cm xm X xk e Y x und im Fall m=0 die Lösung

y 	 x � � b0

p � k  _	`Z � xk eY x
.

Beweis: Durch Induktion. Hier nur m=0.
Betrachten für beliebiges k-mal differenzierbares f und 
 �a�	 D $ 
 � 	 f e� x � D � d

dx� f' e� x � 
 f e� x $ 
 f e� x � f' e� x	 D $ 
 � k 	 f e� x � � f � k  e� x (*)
Nun gilt für ein Polynom P(x) mit k-facher Nullstelle an x Bb[ :
P 	 x � � Q 	 x � 	 x $ Z � k, Q 	cZ �#d 0

Daher gilt auch P 	 D � � Q 	 D � 	 D $ Z � k
Daher folgt P 	 D � 	 xk eY x � � Q 	 D � 	 D $ Z � k 	 xk eY x �  (wegen (*) = k! eY x� Q 	 D � 	 k! eY x � � k! Q 	cZ � eY x � P � k  e	cZ � eY x � P � k  f	\Z � � dk P 	 x �

dxk g x h Y )

Beispiel: y''' $ y' � ex; q 	 x � � ex

P F!? H BP? 3 @ ?"BP?iF#? 2 @ 1 H B 0
 1 � 0, 
 2 � 1, 
 3 � $ 1
Hier m=0, Z =1, k=1 da P F\[0B 1 H B 0

d.h Z ist einfache Nullstelle von P

y � 1
P' 	 1 � x1 ex; P' 	�
 � � 3 
 2 $ 1; P' 	�
 � 1 � � 2; y � 1

2
x ex

Beispiel: y''' j y' k q k x2 l e0x m
m B 2, [nB 0, k B 1 da P F 0 H B 0.

P F!? H B 0 bei ?"B 0,1, @ 1

Ansatz der Lösung:

y � W c2 x2 � c1 x � c0
X x1 e0x (**)
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q o x p#qno b0 r b1 x rSs^r bmxm p et x q x2K b0 � 0,b1 � 0,b2 � 1, Z � 0

P F!? H Bn? 3 @ ?
(**) Einsetzen in DG:

y''' $ y' � 6c2
$ 3c2 x2 $ 2c1 x $ c0 � x2

Koeffizientenvergleich: 6c2
$ c0 � 0; 2c1 � 0; $ 3c2 � 1 K c2 � $ 1

3
, c1 � 0, c0 � $ 2

Ergänzung (Superposition): Die Inhomogenität sei eine Summe
q u c1 q1 v c2 q2 vSwTv cr qr, ck xzy

Seien y1, y2, ....,yr der ReihenachLösungender inhomogenenDifferentialgleichung P { D | y u qk

für k=1,2,3,...,r. Dann ist die Linearkombination y � c1 y1
�P�Q� cr yr eine Lösung von P(D)y=q.

Beispiel: y''' $ y' � 3xx � 5e3x

1. y''' $ y' � 3ex

2. y''' } y' u e3x

y = Lösung von (1) + 5 mal Lösung von 2

11.6 Stammfunktionen: Berechnung partikulärer Lösungen durch Variation der
Konstanten

BeliebigestetigeInhomogenitäten.Die Lösungenkönnezurückgeführtwerdenauf dasLösenvon
DG elementarster Art, nämlich y'=q(x). Die Lösungen solcher DG heissen Stammfunktionen.

Definition : Unter einer Stammfunktion zu einer Funktion f: I ( � auf einem
Intervall I versteht  man eine Funktion F: I ( �  so dass
(i) F ist stetig
(ii) F ist differenzierbarausserhalbeiner höchstensabzählbaren„Ausnahme“-
Menge A ~ I und es gilt F' { x | u f { x | � x x I \ A

Beispiel: 

f F

xa 1
a � 1

xa � 1

1
x

ln �x �
ex ex

sinx � cosx 1

cosx sinx

1

1 � x2 arctgx
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f F

1

x2 $ 1
arcoshx  in 	 1, � �

Beispiel mit Ausnahmemenge: A � Z

f � x � : � � 1 falls n � x � n � 1 mit geraden n� 1 sonst� F � x � : � � x � n falls n � x � n � 1 mit geraden n
n � 1 � x falls n � x � n � 1 mit ungeraden n

Folgerungen:

1) Sind  F, G Stammfunktionen zu f, g K aF + bG ist Stammfunktion zu af + bg� a , b ����� .

2) Mit F ist auch F + const eine Stammfunktion zu f (Ableitung der Konstante ist 0).

3) Sind F 1 , F 2 : I (�� Stammfunktionen zu f : I (�� , so ist F 1
$ F 2 � const

Einschub:

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem (2x2):
a11 x1

� a12 x2 � b1

a21 x1
� a22 x2 � b2

für x1 , x2 � � gesucht:�
a11 a12

a21 a22 � � x1

x2 � � � b1

b2 � (Lösen: siehe obige Gleichung, gliedweises Multiplizieren)

Zahl der Spalten der Matrix a = Zahl der Zeilen des Vektors x = Zahl der Unbekannten

Satz 4 (Variation der Konstanten): 
Seien y1 , � , yn eine Lösungsbasiszur homogenen Differenzialgleichung
P 	 D � y � 0 der Ordnung n. Dann gilt:

(i) Für eine beliebige Funktion q(x) hat das (n, n)-Gleichungssystem
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y1 y2 � yn

y1' y2' � yn'2 2 � 2
y1� n � 1 � y2� n � 1 � � yn� n � 1 � u1

u22
un

� 0
02
q

eine Lösung u1 , u2 , � , un .
(ii) Sind U 1 , U 2 , � , U n differenzierbareStammfunktionenzu u1 , u2 , � , un

auf I, so ist dort y0 � U 1 y1 � U 2 y2 � � � U n yn eine partikuläre Lösung der
inhomogenen DGL P 	 D � y � q .

Bemerkung: Für beliebiges c1 , c2 , � , cn ��� ist c1 y1 � c2 y2 � � � cn yn eineLösungder
homogenen DGL. Wenn man diese Konstanten ci durch geeignete Funktionen
U 1 , � , U n ersetzt,erhält maneinepartikuläre Lösung.Daher nenntmandie Methode

Variation der Konstanten.

Beispiel: y'' � y � 1
cosx

i) y'' � y � 0 ; charakteristisches Polynom: � 2   1 ¡ 0 ¢ � ¡�£ i
homogene Lösung: y � ei x , e¤ i x ; y ¡ sin x , cos x (Linearkombination!)

ii) Lösung des Gleichungssystems:¥
y1 y2

y1 ' y2 ' ¦ ¥ u1

u2 ¦ � § 0
1

cosx ¨ ;

sin x u1
� cosx u2 � 0

cosx u1
$ sin x u2 � 1

cosx
;

Lösung: u1 � 1 , u2 � $ tan x
Stammfunktion:
U 1 � x ; U 2 � ln ©cosx ©K y0 	 x �;� x sin x � 	 ln ©cosx © � cosx

12. Integralrechnung

12.1 Treppenfunktionen und ihre Integration

Definition : ª : U a , bV («� heißt Treppenfunktion , wenn ¬ Punkte x0 , � , xn mit
a � x0  x1  x2  �  xn � b , 	 a , b � M � 2 ª ist in jedem offenen

Teilintervall 	 xk ¤ 1 , xk � konstant.

Die Funktionswertein denTeilpunkten x0 , � , xn unterliegenkeinerEinschränkung.Eine Menge
Z von Punkten x0 , � , xn wie angegebennenntmaneineZerlegung von [a, b]. Den Vektorraum
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der Treppenfunktion auf [a, b] bezeichnen wir mit T[a, b].

Definition : Hat ª : U a , bV (±� im Teilintervall 	 xk ¤ 1 , xk � denkonstantenWert ck, so
definiert man das Integral einer Treppenfunktion :²

a

b ª 	 x � d x : �´³
k µ 1

n

ck

%
xk
	 % xk : � xk

$ xk ¤ 1 �
Lemma: Für gegebeneTreppenfunktion ª ist dasIntegralvon der Wahl der Zerlegung

unabhängig.

Beweis: Eine weitereZerlegungentstehtdurchEinführungzusätzlicherTeilungspunkte.Fügenwir
z.B. t zwischen xk ¶ 1 und xk ein, so ist der Summand zu ersetzen durch:
ck 	 xk

$ xk ¤ 1 � ( ck 	 t $ xk ¤ 1 � � ck 	 xk
$ t �·� ck 	 xk

$ xk ¤ 1 �
Lemma: Für Treppenfunktionen ¸ , ¹ und Zahlen º , »N¼¾½ gilt:

1.
²
a

b 	c3 ª �À¿ÂÁ � d x � 3 ²
a

b ª d x �À¿ ²
a

b Á d x (Linearität )

2. Ã ²
a

b ª d x Ã!Ä ²
a

b Å ª Å d x Ä 	 b $ a �ÇÆ ª Æ (Beschränktheit)

3. Sind ª , Á � M und ª Ä Á , so gilt:
²
a

b ª d x Ä ²
a

b Á d x (Monotonie)

Beweis: Es gibt eine Zerlegungvon [a, b] derart, dasssowohl ª als auch Á auf den offenen
Teilintervallen konstant sind. Die Behauptungen sind dann einfache Aussagen über Summen.

12.2 Regelfunktionen und ihre Integration über kompakte Intervalle

Definition : Sei I ~ M ein offenesoder geschlossenesIntervall (a, b) oder [a, b] oder
(a, b] usw. Eine Funktion f : I (�� heißt Regelfunktion auf I, wenn
(i) f hat sowohl einen linksseitigen als auch einen rechtsseitigenGrenzwert
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x � Ì a , b Í

(ii) im Falle a � I hatf in a einenrechtsseitigenundim Falle b � I hatf in b einen
linksseitigen Grenzwert.

Bemerkung: Man bezeichnet den Î -Vektorraum aller Regelfunktionen auf I mit R(I).

Beispiel:

1) Jede stetige Funktion f : I Ï�Ð ist eine Regelfunktion

2) Jede monotone Funktion g : I Ñ Î ist eine Regelfunktion

Approximationssatz: Eine Funktion f auf einem [a, b] ist genau dann eine
Regelfunktion,wenn

ËÓÒÕÔ
0 Ö Treppenfunktion ×ÙØ T Ú a , b Û ÜÞÝ f ß × Ýáà Ò ,

d.h.â
f Ì x Í;ß × Ì x Í â à Ò Ë

x Ø Ú a , b Û .× nennen wir eine 
Ò

-Approximation von f .

Gleichwertig formuliert: f : Ú a , b ÛãÏäÐ ist genau dann Regelfunktion, wenn Ö Folge von
Treppenfunktion å n auf [a, b] ÜÞæ f çÂè n æié 0 für n Ï ê .

Bemerkung: Geometrischbedeutet Ý f ß × Ýáà Ò : Der Graph × verläuft in einem
Ò

-Streifen
um den Graphen f:

Beweis:
1) f ist Regelfunktion Ï f ist durch ×  

Ò
-approximierbar. Durch Intervallschachtelung.

2) Sei f
Ò

-approximierbar ë Beweis der Existenzdes rechtsseitigenGrenzwertesin einem

beliebigen x0 Ø Ú a , b Í : Zu
ÒEÔ

0 wählenwir eineTreppenfunktion × mit Ý f ß × Ýáà Ò
2

. Sei

weiter Ì x0 , t Í ein Intervall,auf dem × konstantsei.Für beliebige x , y Ø Ì x0 , t Í = Umgebung
von x0 gilt dann:ì

f í x î;ï f í y î ì!ð5ñ f í x î;ï&òÞí x î ñ!ó ô òõí y îöø÷úù x û ï f í y î ô!ð�ü
NachdemCauchy'schenKonvergenzkriterium(Kapitel 7.8) besitztf somit einenrechtsseitigen
Grenzwert.
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Korollar : f : Ú a , b ÛãÏ�Ð ist genau dann Regelfunktion,wenn sie eine auf [a, b]

normal konvergente Reihendarstellung f ý´þ
k ö 1

ÿ��
k mit 

�
k Ø T Ú a , b Û besitzt.

Folgerung: JedeRegelfunktion f : I ÏäÐ ist mit Ausnahmehöchstensabzählbarvieler Stellen
stetig. Insbesondere gilt das für jede monotone Funktion g : I Ñ�� .

Beweisskizze: Folgt daraus, dass jede Treppenfunktion � k höchstens endlich viele
Unstetigkeitsstellen hat.

Definition (Integration einer Regelfunktion): Sei f : Ú a , b Û ÏäÐ eineRegelfunktion
mittels einerFolge ��� n � von Treppenfunktionenauf [a, b] mit 	 f 
�� n 	� 0 für

n Ï ê setzt man �
a

b

f Ì x Í d x : ý lim
n � ÿ � ab �

n Ì x Í d x .

Zur Rechtfertigung dieser Definition muss man zeigen:

a) Der Limes existiert.

Bemerkung: �
a

b � N d x bildet eine Cauchy-Folge

b) Der Limes hängt nicht von der Wahl der Approximationsfolge ab

Folgerung: Das Integral ist insbesonderefür jede stetigesowie für jede monotoneFunktion auf

[a, b] definiert. Dagegen ist für f : Ú 0 , 1 ÛãÏ�� mit f Ì x Í : ý � 1 x Ø��
0 x � � das Integral nicht erklärt.

Satz: Für Regelfunktionen f, g auf [a, b] und Zahlen � , ����� gilt:

a) �
a

b Ì � f !#" g Í d x ý � �
a

b

f d x !�" �
a

b

g d x (Linearität )

b) $ �
a

b

f d x $ à �
a

b %
f
%
d x à Ì b ß a ÍøÝ f Ý (Beschränktheit)

c) �
a

b

f d x à �
a

b

g d x falls f à g (Monotonie)

Beweisidee: Treppenfunktion

Satz: Sei a & b & c und sei f eine Regelfunktion auf [a, c]. Dann gilt:

(*)  �
a

c

f Ì x Í d x ý �
a

b

f Ì x Í d x ! �
b

c

f Ì x Í d x

Beweisidee: Offenbar richtig für Treppenfunktionen

Zusatz-Definition: Damit (*) auch bei beliebiger Lage der Punkte a, b, c gelten,

definiert man �
a

a

f Ì x Í d x : ý 0 und �
a

b

f Ì x Í d x : ý5ß �
b

a

f Ì x Í d x , falls b & a .

http://www.skriptweb.de



12.2 Regelfunktionen und ihre Integration über kompakte Intervalle Seite 78/124

Lemma: Sei f : Ú a , b ÛãÏ�� stetig. Ist f ' 0 und ist f Ì x0 Í Ô 0 für ein x0 Ø Ú a , b Û ,

so gilt �
a

b

f Ì x Í Ô 0 .

Beweis: Sei Ú � , "�Û)(&Ú a , bÛ mit f Ì x Í Ô 1
2

f Ì x0 Í für x ��* � , �,+ .�
: ý - 1

2
f Ì x0 Í x Ø Ú � , "ÇÛ

0 x Ø Ú a , b Û/. Ú � , "øÛ  �
a

b

f Ì x Í d x '
Monotonie

�
a

b � Ì x Í d x ý Ì "Cß � Í f Ì x0 Í
2

Ô
0 .

Mittelwertsatz :

Bemerkung: Für beliebige komplexe Regelfunktionen $ �
a

b

f Ì x Í d x $ à %
b ß a

% Ý f Ý
Stetige, reelle Funktionen: 0 �1* a , b + ; �

a

b

f Ì x Í d x ý %
b ß a

%32
f Ì�4 Í

Geometrisch: 

Mittelwertsatz : Es seien f : Ú a , b ÛãÏ�� eine stetigeFunktion und p : * a , b +6587
eine Regelfunktion mit p ' 0 . Dann existiert ein4 Ø Ú a , b Û Ü �

a

b

f Ì x Í p Ì x Í d x ý f Ì94 Í �
a

b

p Ì x Í d x .

Bemerkung: Insbesondere p = 1. p nennt man Gewichtsfunktion.
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Beweis: Siehe Königsberger

12.3 Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Hauptsatz: Sei f eine Regelfunktionauf einem Intervall I. Ein Punkt a Ø I sei fest

gewählt, und für x Ø I setze man F > x ? : ý �
a

x

f > t ? d t .

Dann gilt:
(i) F ist eineStammfunktionzu f auf I; genauer:F ist an jeder Stetigkeitsstellex0

von f differenzierbar mit F' > x0 ?;ý f > x0 ?
(ii) Mit einer beliebigen Stammfunktion @ zu f auf I gilt für a , b Ø I :�

a

b

f > t ? d t ýBAC> b ?;ßDAC> a ?·ý : AFE ab
Beweisskizze:

(i) Man kann zeigen,dassF auf jedemkompaktenTeilintervall K & I Lipschitzstetigist, daraus

folgt dann: G F > x ?;ß F > x0 ?
x ß x0

ß f > x0 ? G à Ò ë F' > x0 ? ý f > x0 ?
(ii)Für F gilt destrivial. JedeweitereStammfunktionvon f, @ , mussdie Form A ý F ! c , c Ø Ð

haben.Dies folgt ausdemSchrankensatz(Kapitel 9.4: @ ' H F' I Differenz konstant).Daher�
a

b

f > t ? d t ý F > b ?;ß F > a ?;ýDAC> b ?·ß1AC> a ? .

Bemerkung I : Der erste Teil des Satzeszeigt, dass jede Regelfunktioneine Stammfunktion
besitztund esgibt einesolchein GestalteinesIntegralsmit variabler obererGrenzebei
beliebig fixierter unterer Grenze.

BemerkungII : Häufig gehört die Stammfunktionzu einer „anderen“ Funktionsklasseals der

Integrand, z.B. ist f ý 1
x

eine rationale Funktion, aber F ý ln Jx J nicht. Gelegentlich

erweitertdie Bildung einer StammfunktiondenVorrat bereitsbekannterFunktionen,z.B.
ex

x
hat keine elementare Stammfunktion.

Definition : Ist F eineStammfunktionzur Regelfunktionf, sonenntmandie Gesamtheit
der Funktionen F ! c , c Ø Ð dasunbestimmte Integral zu f und schreibtdafür� f > x ? d x . Dieses Symbol wird aber auch zur Bezeichnungirgend einer
konkreten Stammfunktion benützt.

Beispiele: 

1) � xa d x ý 1
a ! 1

xa K 1 ! c > a L 1 , x Ø � + ?� 1
x

d x ý ln Jx J
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2) � ecx d x ý 1
c

ecx > c L 0 ?
3) � cosx d x ý sin x� sin x d x ý�ß cosx

Aus 2) folgt z.B.: �
0

2 M
eikx d x ý 1

i k N e2 k M i ß e0 O ý P ý 0 für k Ø�Q .SR 0 Tý 2 U für k ý 0

Bemerkung 3: Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion u : I V�W muss keine
Regelfunktion sein.

f > x ?;ý X x2 sin
1
x

x L 0

0 x ý 0
 

f' > x ?;ý 2 x sin
1
x
ß cos

1
x

für x L 0 .

Für h Ï 0 ist f' > h ?;ý h sin
1
h

. Besitzt keinenGrenzwert!Und zwar wederrechtsseitigennoch

einenlinksseitigen.f' ist alsokeineRegelfunktionauf � . Daherist die Stammfunktionf zu f' nicht
durch eine Integration nach dem Hauptsatz zu gewinnen. Dagegen gilt für ein stetig

differenzierbaresu : I V�W wegen dem 2. Teil des Hauptsatzes: �
a

x

u' > t ? d t ý u > x ?;ß u > a ?� u' > x ? d x ý u > x ? .

Integrationsregeln

Mit dem Hauptsatzlassensich die Produktregelund die Kettenregelder Differenzialrechnungin
Integrationsregeln umsetzen. Formulieren Regeln für stetig differenzierbare Funktionen:

1. Partielle Integration
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Für stetig differenzierbare u , v : I V�W gilt: � u v' d x ý u v ß � u' v d x , insbesondere�
a

b

u v' d x ý u v Y ab ß �
a

b

u' v d x > a , b Ø I ?
Beweis: > u v ? ' ý u' v ! u v' ; u v' ý > u v ? ' ß u' v

Beispiel 1: Sei a L ß 1� xa
2
ln x d x ý xa Z 1

a ! 1
ln x ß 1

a ! 1
� xa Z 1 1

x
d x ý xa Z 1

a ! 1
ln x ß xa Z 1> a ! 1 ? 2 ;

Beispiel 2:
Bei Integralen der Gestalt � xn ex d x , � xn cosx d x , � xn sin x d x n ØD[ kann der
Exponent durch partielle Integration erniedrigt werden:
I n : ý � xn ex d x ý xn ex ß � u xn \ 1 ex d x ý xn ex ß n I n \ 1

rekursiv bis auf I 0 ý � ex d x ý ex

Beispiel 3:
Integrale der Funktionen cosk x , sink x für k ý 2 , 3 , ] :� cosk x d x ý � cosk \ 1 x^ u

cosx^ v'
d x ý cosk \ 1 x sin x !D> k ß 1 ? � cosk \ 2 x sin x sin x d x ýý cosk \ 1 x sin x !D> k ß 1 ? � _ 1 ß cos2 x ` cosk \ 2 x d x ;ë � cosk x d x ý 1

k
cosk \ 1 x sin x ! k ß 1

k
� cosk \ 2 x d x

2. Substitutionsregel

f : I ÏäÐ sei stetigund besitzeeineStammfunktion F : I V�W . Weiterssei t : a a , b b6V8c
stetigdifferenzierbarmit t d Ú a , b Û ef( I . Dannist F g t eineStammfunktionzu h f g t i t' und
es gilt:�

a

b

f d t > x ? e t' > x ? d x ý �
t j a kt j b k

f > t ? d t

Beweis: ErsteBehauptungfolgt ausder Kettenregel.Die zweite Behauptungfolgt ausdem
Hauptsatz. Nach diesem haben beide Seiten den Wert F d t > a ? e ß F d t > b ? e .

Beispiel 1:�
a

b

f > x ! c ? d x ý �
t j a kt j b k

f > t ? d t (mit t : ý x ! c ; t' ý 1 )

Beispiel 2: Sei c L 0�
a

b

f > c 2
x ? d x ý 1

c
�
ca

cb

f > t ? d t (mit t : ý cx , t' ý c )

Beispiel 3: � t' > x ?
t > x ? d x ý ln l t > x ?3l (mit f > t ?;ý 1

t
)

Beispiel 4:� d x

a x2 ! b x ! c
; Sei c

Ô
b2 : Setze t > x ? : ý x ! b

c ß b2
ë t' ý 1

c ß b2
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1

x2 ! 2 b x ! c
ý 1> x ! b ? 2 !D> c ß b2 ? ý 1

c ß b2> x ! b ? 2
c ß b2 ! 1

ý 1

c ß b2

2
t' > x ?

t2 > x ?m! 1
;

Somit: � d x

x2 ! 2 b x ! c
ý 1

c ß b2
arctg

x ! b

c ß b2 , da arctg die Stammfunktionvon
1

1 ! t2

ist.

Beispiel 5:
Fall c ý b2� d x

x2 ! b x ! c
ý � d x> x ! b ? 2 ýLß 1> x ! b ?

Beispiel 6:
c & b2

Schreiben wieder x2 ! 2 b x ! c ý > x ! b ? 2 ! > c ß b2 ? und setzen d : H b2 n c :
1

x2 ! 2 b x ! c
ý 1> x ! b ? 2 ß d2 ý

PBZ

1
2 d o 1

x ! b ß d
ß 1

x ! b ! d p� 1

x2 ! 2 b x ! c
d x ý 1

2 b2 ß c

2
ln q x ! b ß b2 ß c

x ! b ! b2 ß c
q

12.4 Anwendung: Kreissegment

� 1 ß x2 d x ý 1
2 r x 1 ß x2 ! arcsinx s auf ÚGß 1 , 1 Û

Kreis:
�

2 ý 1 ß 4 2
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F ý � 2 4 ! 2 � v1 1 ß t2 d t ý 4 1 ß 4 2 !xw t 1 ß t2 ! arcsin t y{z v1 ýý 4 1 ß 4 2 ! arcsin1 ß 4 1 ß 4 2 ß arcsin 4 ý U
2
ß arcsin 4 ý arccos4 ý F

12.5 Integration elementarer Funktionen

I. Integration rationaler Funktionen

Satz: Jede rationale Funktion mit reellen Koeffizienten kann mittels rationaler
Funktionen sowie des Logarithmus und des Arctangens integriert werden.

Beweis: Sei R einesolcherationaleFunktion.Wegender Eindeutigkeitder PBZ (4.3) und wegen
R > z ? ý R > |z ? treten nichtreelle Nullstellen nur in Paaren konjugierter Nullstellen auf.

Sei z.B. } komplexe Nullstelle, dann ist auch ~} Nullstelle.> x ß � ?6> x ß |� ?;ý x2 ß ��� > � ? 2 x ! � |�
R ist also die Summe eines Polynoms sowie von Brüchen der Form: > B1 ? 1> x ß a ? k mit a , A Ø � und k ���> B2 ? A> x ß a ? k ! |a> x ß |a ? k mit a , A Ø�� , a ��� , k ØD[
Integration der Brüche in beiden Fällen für k

Ô
1 wird bewerkstelligt durch� d x> x ß a ? k ý 1

1 ß k
1> x ß a ? k � 1

Fall k ý 1 und Typ (B1) � ln > x ß a ?
Fall k ý 1 und Typ (B2): 

A> x ß a ? ! |A> x ß |a ? ý B x ! C

x2 ! 2 b x ! c
und c

Ô
b2

Substitiution von Beispiel 4: t : ý x ! b

c ß b2 führt auf Integrale der Art 
t

t2 ! 1
bzw. 

1

t2 ! 1

II. Integration durch Zurückführen auf die Integration rationaler Funktionen

Integral Substitution Führt Integral zurück auf� R � x , n
a x ! b � d x t ý n

a x ! b � R � tn ß b
a

, t � n
a

tn � 1 d t� R � ex � d x� R � coshx , sinh x � � t ý ex � R > t ? 1
t

d t� R > cosx , sin x ? d x t ý tan
×
2

cos
� ý 1 ß t2

1 ! t2 , sin
� ý 2 t

1 ! t2� R � x , a x2 ! b x ! c � d x> b2 L x ?
Nach quadratischer Ergänzung 3 Grundtypen:
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Integral Substitution Führt Integral zurück auf�
R � t , t2 � 1 � d t t ý sinh u t2 ! 1 ý coshu

d t ý coshu d u�
R � t , t2 � 1 � d t t ý � coshu t2 ß 1 ý sinh u

d t ý � sinh u d u�
R � t , 1 � t2 � d t t ý � cosu 1 ß t2 ý sin u

d t ý � sin u d u

III. Elliptische und andere nichtelementare Integrale

Untereinemelliptischen Integral verstehtmanein IntegralderGestalt � R � x , P � d x , wobei
R > x , y ? einerationaleFunktionvon x undy ist undP ein reellesPolynom3. oder4. Gradesohne

mehrfache Nullstellen ist.

Elliptische Integrale sind in der Regel keine elementaren Funktionen.

Man kann diese elliptischen Integrale auf gewisse Grundtypen zurückführen, für die es
Reihendarstellungen gibt (Abramowitz).

Beispiel: elliptisches Integral 1. Gattung

0 & k & 1 F > � , k ?;ý �
0

�
1

1 � k2 sin2 4 d 4
Name rührt von der Berechnung der Bogenlängen der Ellipse her.�

sin ax
x

dx � ax � > ax ? 3
3 � 3! � > ax ? 5

5 � 5 ! � ] “Integralsinus“�
eax

x
dx � ln x � ax

1 � 1! � > ax ? 2
2 � 2 ! � ] “Integralexponentialfunktion“�

dx
ln x

� ln ln x � ln x � > ln x ? 2
2 � 2! � > ln x ? 3

3 � 3! � ] “Integrallogarithmus“

12.6 Integration normalkonvergenter Reihen

Berechnung bestimmter Integrale oft durch geeignete Reihenentwicklungen möglich.

Satz: Eine auf [a,b] normalkonvergenteReihe  
n ¡ 1

¢
f n : � f von Regelfunktionenstellt

eine Regelfunktion dar und es gilt 

�
a

b

f £ x ¤ dx �  
n ¡ 1

¢ �
a

b

f n £ x ¤ dx

d.h. Summe und Integral sind vertauschbar.

Beweis: Folgt aus Approximationssatz. s. KB.
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Beispiel: Vollständige elliptische Integral 1. Gattung K £ k ¤ : � F £¦¥
2

, k ¤)� �
0

§
2

dx

1 � k2 sin2 x

Kap 6.4: (Klausur !) £ 1 � z ¤ s �  
n ¡ 0

¢ ¨
s
n © zn

1

1 � k2 sin2 x
�  

k ¡ 0

¢ £ª� 1 ¤ n «¬ 1
2
n ® k2n sin2n x � 1 � 1

2
k2 sin2x � 1 ¯ 3

2 ¯ 4 k4 sin4 x ��°
Die Reihe der Norm besitzt für x ± ² 0, ¥

2 ³  die konvergente Majorante  
n ¡ 0

¢
n2n

wegen ´k ´¶µ 1

Es folgt: k £ k ¤m�·¥
2 ¸ 1 ��¹ 1

2 º 2

n2 ��¹ 1 ¯ 3
2 ¯ 4 º 2

k4 ° »
12.7 Riemannsche Summen

Definition : Geg. sei f: ¼ a,b½¿¾�À . Weiter sein Z eine Zerlegungvon [a,b] mit den

Teilungspunktenx0, ... , xn und Á k Â�Ã xk Ä 1 , xk Å beliebig gewählteStellen.Dann

heisst Æ
k Ç 1

n

f È9É k Ê¿Ë xk È Ë xk Ì xk Í 1 Ê Riemannsche Summe für f bzgl. der

Zerlegung Z und der „Stützstellen“ É 1, Î , É n . 

Definition : UnterderFeinheit einer Zerlegung verstehtmandasMaximumderLängen

der Teilintervalle ¼ xk Ä 1 , xk ½ .

Satz: Sei f: ¼ a,b½6¾�À eine Regelfunktion. Dann ÏÑÐÓÒ 0 ÔÖÕ Ò 0 × Für jede

Zerlegung von [a,b] der Feinheit Ø1Ù und jede Wahl von StützstellenÉ k ÚDÛ xk Í 1 , xk Ü gilt: Ý Æ
1

n

f ÈÞÉ k ÊßË xk Ì�à
a

b

f È x Ê dx Ý¶á1â
Beweis: Hier nur für Treppenfunktionen. f ã1ä . Ist äCã const, so gilt die BehauptungfürÕ1åb Ì a å . Ist ä nicht konstant und besitzt es m Sprungstellen, so setzen wirÕçæ#ÕèÈ â , é Ê : æ â

4 m êªéFê
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Z sei eine beliebige Zerlegung von [a,b] der Feinheit Ø äÆ
k Ç 1

n éëÈÞÉ k Ê¿Ë xk Ì à
a

b é dx æ Æ
k Ç 1

n ì éëÈ9É k Ê¿Ë xk Ì à
xk í 1

xk é dx î
Enthält ä keine Sprungstelle in ï xk ð 1, xk ñ so ist à

xk í 1

xk é dx æ�éëÈ9É k Ê6Ë xk

Enthält ä eine Sprungstelle so ist ò éëÈÞÉ k Ê¿Ë xk Ìóà
xk í 1

xk é dx ò�ô 2 õªéFõ Ë xk ô 2 õ éFõSæ â
2m

Da höchstens 2m Sprungstellen im Intervall ¼ xk ö 1 , xk ½ enthalten sein können,÷ ÷�ø ù
2m ú 2m ã ù

Folgerung:Ist z1, z2, ... eineFolgevon ZerlegungendesIntervalls[a,b] derenFeinheitengegenNull
gehenund ist Sn eine riemannscheSummefür die Regelfunktionf zur Zerlegungzn, so gilt

lim
n ûýü Sn þ�ÿ

a

b

f � x � dx

12.8 Integration über nicht kompakte Intervalle, uneigentliche Integrale

Bisher nur [a,b]

Definition (UneigentlichesIntegral) : Sei f eineRegelunktionauf einemIntervall I mit
Randpunkten a,b , wobei ����� a � b ��� .
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1. Ist I = [a,b) mit a �� , so definiert man �
a

b

f � x � dx : � lim���
b
�
a

�
f � x � dx vorausgesetzt,der

Grenzwertexistiert.In demFall heisstdasuneigentlicheIntgral �
a

b

f � x � dx konvergentund der

Grenzwert dessen Wert.

2. 2. Analog für I = (a,b] mit b ��
3. Ist I = (a,b),so definiert man �

a

b

f � x � dx : � �
a

c

f � x � dx � �
c

b

f � x � dx falls für ein c � I - und

damit für jedes c � I - die beiden rechts stehenden uneigentlichen Integrale konvergieren.

Bemerkung: Falls a,b �� , stimmt die Definiton des uneigentlichenIntegrals mit der

bisherigenDefinition desIntegrals über Regelfunktionenüberein,da dies stetig von den
Grenzen abhängt.

Beispiel:

1) �
1

ü
dx

xs existiert genau dann, wenn s > 1, Wert = 
1

s � 1

Beweis: �
1

�
dx

xs
� � 1

s � 1
� 1 ��� 1 
 s � s � 1

ln � s � 1

lim� ûýü 1
s � 1 � 1 � � 1 
 s !#" 1

s � 1

lim$�%'& ln (�)�*
2) �

0

1
dx

xs
wenn x<1, Wert 

1
1 � s

Beweis umgekehrt.

3) �
 üü dx

1 � x2 ��+
Beweis: c=0�

0

�
dx

1 � x2
� arctg � ,� û�ü +2� -0 dx

1 � x2 � � arctg . ,- û/
 ü +2
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4) �
0

ü
e
 k x d x � 1

k
für k 0 0

Beweis: �
0

�
e
 k x d x � 1

k 1 1 � e
 k
�û24365 0 7 � 1

k
;

Majorantenkriterium : f sei Regelfunktion auf [a,b). Für eine

Vergleichsfunktion g mit 8 f 8:9 g auf [a,b) existiere �
a

b

g � x � dx .

Dann existiert auch �
a

b

f � x � dx .

Grenzwertkriterium : Für die Regelfunktionen f,g auf [a,b) mit q>0

existiere lim
x ; b f < x =

g < x = sowie �
a

b

g � x � dx . Dann existiert auch �
a

b

f � x � dx .

Beweis: KB

Beispiel: Eulersche Gamma-Intgral> � s � : � �
0

?
xs @ 1 e@ x dx � s 0 0 �

Behauptung: A
Beweis: In (0,1] Mayorante f B x C : D xs E 1 �

0

1

xs @ 1 dx existiert.

In [ 1, �  ) hat man als Vergleichsfunktiong � x � : � e
@ x
2

Es gilt: 
> � s � 1 �F� s

> � s � für beliebiges s>0> � 1 �#� 1> � s �F�G� s � 1 � ! für s HGI
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12.9 Die eulersche Summenformel: Die Trapezregel

Eulersche Summenformel:
Ist f : J 0 , n KL,NM , n HOI , stetig differenzierbar, so gilt:P

k Q 0

?
f � k �#� �

0

n

f � x � d x � 1
2 R f � 0 �#� f � n �TSU� �

0

n

H � x � f' � x � d x ;

H � x � : � x �OJ x KF� 1
2

für x VXW und H Y k Z : [ 0 für k H W .

Beweis: durch partielle Integration

Trapezregel: f : J a , b KL,]\ sei eine C 2 -Funktion.Für eineäquidistanteTeilung von ^ a , b _ in
n Teilintervalle der Länge h � b � a

n
setze man

T � h � : � h ` f � a �
2
� f � a � h �#� f � a � 2 h �F�Gab� f � b � h �F� f � b �

2 c .

Dann gilt: �
a

b

f � t � d t � T � h �F� b � a
12

h2 f'' �edf�Og HXh a , b i .
Geometrische Deutung: 

Beweis: Mittelwertsatz: Königsberger.
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13. Geometrie differenzierbarer Kurven

13. 1 Parameterisierte Kurven

Definition:  Eine parameterisierte Kurve im j n  ist eine Abbildung k : I l j n

t ,m� x1 � t � , a , xn � t �n� T
einesIntervallsI auf einenVektor, dessenKomponentenx1, o , xn : I ,p\ stetig
sind. q heißt differenzierbar (stetig differenzierbar ), wenn alle x i

differenzierbar (stetig differenzierbar) sind.
Das Bild q � I �  heißt die Spur von q .
Statt parameterisierter Kurve sagen wir auch kurz Kurve .

Beispiel 1:.�� t �F�O� cos t , sin t � T t �OJ 0 , 2 +rK ;��� t �F�O� cos t , � sin t � T t �OJ 0 , 2 +rK ;. und � definieren verschiedeneKurven, aber mit derselben Spur (Einheitskreis,sut
x , y vxwzy 2 { x2 | y2 } 1~ ).. durchläuft Kreis im mathematisch positiven Sinn = gegen Uhrzeigersinn.

Beispiel 2: Schraubenlinieq � t �F��� r cos t , r sin t , h t � T t � \ ;

Spur = � t x, y, z v�wzy 3 { x2 | y2 } r 2� ;

2 +  heißt die Ganghöhe
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Beispiel 3: Zykloide

x � t � � t � sin t ;
y � t � � 1 � cos t ;

explizite Form: y in Abgängigkeit von x
parameterisierte Form: x in Abhängigkeit eines Parameters, y in Abhängigkeit eines Parameters

rollende Einheitsscheibe

Tangentialvektoren

TagentendefiniertmanalsGrenzlagenvon Sekanten.Ein Vektor in RichtungderSekantedurchdie
Punkte q � t �  und q�� t � h �  ist 

1
h
��q � t � h �F� q�� t ��� =

= � x1 � t � h �F� x1 � t �
h

, � ,
xn � t � h �F� xn � t �

h � T

;

wobei wir komponentenweise den Limes h � 0  bilden.

Definition: Ist � : I �]� n differenzierbar,so heissen �q : � � x1 � t � , � , xn � t �n� T der
Tangentialvektor oderauchderGeschwindigkeitsvektorder Kurve �  ant und¡ ¢£ ¡ : ¤ x1

2 ¥ t ¦F§�¨b§ xn
2 ¥ t ¦  die Geschwindigkeit;

im Fall   � t �#© 0 heißtferner T ª¬« t  : ® ¯ « t ° ¯�« t  ° derTangentialeinheitsvektor

an t.
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Beispiel:   � t �F� � t2 � 1, t3 � t � T, t ²�³ ;¯ « 1 F®´¯ «�µ 1  ;�  � 1 �L� � 2, 2 � T ;�  � � 1 �F� � � 2, 2 � T ;

Bemerkung: Die obige Norm heißt Abstands- oder Betragsnorm.¶ �6·x � ¶¹¸ 0,
¶ �e·x � ¶ � 0 º ·x � 0, ·x ²�³ n

Definition: Eine stetig differenzierbareKurve » : I ¼]½ n heißt regulär an t0 ¾ I ,
wenn ¿À´Á t0 ÂÄÃ 0 .
Sie heißt regulär, wenn sie an allen Stellen t ² I  regulär ist.

Beispiel:   � t �F� � t3 , t3 � T t ²�³ ist an t � 0 irregulär.Die SpurdieserKurve ist aberGerade
y � x . Dagegenhat die Neilsche Parabel t Å Æ t2 , t3 Ç T bei t � 0 eine Spitze und ist dort

irregulär.

Definition: Der parameterisierte Graph einer C 1 -Funktion( C n ist der Vektorraum
dern-mal stetigdiffbarenFunktionen) f: J �p³ ist die Kurve È f : J Å]É 2 mit 

f � t � : � � t, f � t �n� T t ² J .

Ihre Tangentialvektoren �  f � t � : � � 1, f' � t �Ê� T sind Ë Æ 0, 0 Ç T Ì t und nicht
vertikal.

Man kanndie SpurjederebenenregulärenKurve ohnevertikaleTangentelokal alsGrapheiner C 1

-Funktion auffassen.

Satz(Spur als Graph): Sei Í : I Î]Ï 2 stetigdifferenzierbar,   � t �F� � x � t � , y � t �n� T
. Die Funktion �x habeauf I keine Nullstelle. Dann gibt es eine stetig diffbare
Funktionf auf J : � x � I � , derenGraphdie Spurvon   ist. Die Ableitungvon f
an der Stelle x0 Ð J  mit x0 Ñ t0 Ò ist

f' � x0 �L� �y � t0 ��x � t0 � (1)
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Ist   2-mal diffbar, dann ist es auch f und es gilt

f'' � x0 �F� �x Öy �×Öx �y�x3 (2)

Merkregel für (1): 
d y
d x

� d y
d t
d x
d t

;

Beweis: �x keineNullstelle auf I, daherwegenStetigkeiteinheitlichesVorzeichen. Ø x in I streng
monoton und stetig diffbare UmkehrfunktionÙ : x � J �Ú� I

x Û t ÜÙ � x �F� t

Für t ² I  gilt  � t �F� � x � t � , y � t �n� T � � x � t � , y Ý Ù � x � t ���n� T� � x � t � , f � x � t ���Ê� T
wobei f : � y Ý Ù

Die Ableitungen von f errechnen sich nach Kettenregel und der Ableitungsregel für
Umkehrfunktionen: 

f' � x0 �F� �y � Ù � x0 �Ê� Ù ' � x0 �F� �y�x � t0 � ;
f'' � x0 �F� Öy � Ù � x0 �Ê� Ù ' 2 � x0 �F� �y � Ù � x0 ��� Ù '' ;Þpßx àx á]ày ßxàx3 Ñ t0 Ò ;âOã x ã t änäFå t ;
d Ù
d x

d x
d t

� 1 Ø Ù ' � 1�x ;
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d
d x

� Ù � x � t �n�n� �x � 1 ;

d2

d x2 � Ù � d x
d t

�x � d
d x

� Ù � Öx � 0 ;î '' ïx2 ü î ' ðx ñ 0 ;Ù '' �x2 � Öx�x � 0 ;Ù '' ��� Öx�x3 ;

Beispiel: Kurvendiskussion der Zykloide  
x � t � � t � sin t ;

y ã t äFå 1 ò cos t t ó�ô ;

f � x � � ?�x � t �F� 1 � cos t auf I = (0, 2 õ )Ø Es gibt auf x(I) = (0, 2 õ ) eine stetig differenzierbareFunktion f, deren Graph der
Zykloidenbogen   �n� 0, 2 õö�n� . f hat keine einfache Darstellung.

f' � x �F� �y � t ��x � t � � sin t
1 � cos t

;

x � t �x² ( 0, 2 õ ]  für t ² ( 0, õ ]  wächst monoton an auf ( 0, õ ] .

Folgt, daß f auf [ õ , 2 õ )  monoton fällt. Ferner

f'' � x �F� Öy �x � �y Öx�x3
� t �F� � 1� 1 � cos t � 2 ÷ 0 ;

f ist konkav � ø f'' ÷ 0 konkav / f'' > 0 konvex� .
Definition : Für ùa úGû a1, ü , an ý T þ�ÿ n und �b � � b1, � , bn � T ��� n definierenwir das

Standard-Skalarprodukt  ²�³  durch �a �b � � �a, �b � : � a1 b1 �	�
� an bn .

13.2 Bogenlänge

Sei � : I �� n eine stetige Kurve. Jede endliche Menge Z von Teilungspunkten
t0 , t1 , � , tm ² I mit t0 � t1 � � � tm definiert ein Sehnenpolygonmit den Ecken� � t0 � , � , � � tm �  und der Länge s

�
Z � ���

i � 1

m � � � t i ��� � � t i � 1 � � .
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Ensteht Z* aus Z durch Hinzunahme weiterer Teilungspunkte, so ist s � Z* � ¸ s � Z � .
Definition : Eine stetigeKurve � : I ��� n heißt rektifizierbar , wenn die Mengeder

Längen aller einbeschriebenen Sehnenpolygone beschränkt ist.
Das Supremum dieser Längen heißt gegebenenfalls die Länge von   .
s
� � � : � sup

Z
s
�
Z �

Satz: Eine stetig differenzierbareKurve � : � a, b ����� n mit einem kompakten
Parameterintervall ist rektifizierbar und hat die Länge

s
� � � � �

a

b !#"� � t � ! d t �$�
a

b
"

x1
2 � t �%�&�'� "xn

2 � t � d t

(mit der Abstandsnorm).
Insbesondere hat der Graph einer C1-Funktion f : ( a , b )�*,+  die Länge

s
� �

f � � �
a

b

1 � f' 2 � x � d x .

Bemerkung:Die Formel für s -/.10 ist plausibel:Bei Deutungvon 2 3. - t 0 2 d t ist dasin d t
zurückgelegte Wegelement d s ; die Summe der Wegelemente ist der Gesamtweg.

(Im 4  sind alle Normen äquivalent!)

Beispiel 1: Länge des Kreisbogens mit Radius r zum Winkel 5 :6$7 t 8%9 7 r cos t , r sin t 8 t :;( 0 , 5 ) ;< 3.&- t 0 <>= r 2 sin2 t ? r 2 cos2 t
=

r ;

s
=$@

0

A
r d t

=
r B ;

Beispiel 2: Länge des Zykloidenbogens:6$7 t 8%9 7 t C sin t , 1 C cos t 8 t :D( 0 , 2 E1) ;
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13.7 Kurven in Polarkoordinaten

(Anmerkung: Kapitelnumerierung kann evtl. nicht mehr mit der im Königsberger übereinstimmen)

Bewegungeneines Punktes in der Ebene können durch Angabe des Polarradius r - t 0 und
Polarwinkels 5 7 t 8  beschrieben werden, d.h. durch eine Abbildung

t LM- r - t 0 , BN- t 0O0 T t P I

In kartesischen Koordinaten gilt 

x 7 t 8%9 r 7 t 8 cos 5 7 t 8 ;Q 3x = 3r cos BSR r 3B sin B ;
y 7 t 8%9 r 7 t 8 sin 5 7 t 8 ;Q 3y = 3r sin BT? r 3B cos B ;U V

y 7 t 8 U 2 9 Vx2 W Vy2 9 Vr 2 W r 2

V5 2 ;

s
= X Y Z

r 2 3B 2 ? 3r 2 d t ;

Merkfigur :

7 d s 8 2 9 r 2 7 d 5 8 2 W 7 d r 8 2 ;

d s 9 r 2

V5 2 W Vr 2 d t ;

Fläche:

d F
= 1

2
r 2 d B ;Q F

= 1
2

X Y Z
r 2 3B 2 d t ;
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14. Elementar integrierbare Differentialgleichungen

14.1 Lineare Gleichungen (Wachstumsmodelle)

Bei einerzeitabhängigenPopulation y \ t ] ist die Änderungsrate
3y - t 0

y
- t 0 i.A. eineFunktionder

Zeit t und des Bestandes.3y - t 0
y
- t 0 = k - t , y - t 0^0

Definition : Kennt mandie Funktionk und zu einemZeitpunktt0 denBestandy0 , und
sucht man Funktionen y: I L 4  mit 3y - t 0 = k - t, y - t 0 0 y - t 0 auf Intervallenum t0 und mit y(t0) = y0 , so nenntman
dieses Problem ein Anfangswertproblem (AWP, englisch: Initial Value
Problem).
Man schreibt dafür kurz 3y = k - t, y 0`_ y, y - t0 0 = y0 .

Im einfachsten Fall, k - t, y 0 = k P 4 , hat das AWPa
y b k y, y c 0 deb y0

auf 4  genau die Lösung y \ t ]�f y0 ek t .

Definition : Unter einer linearen Differenzialgleichung 1. Ordnung versteht man
Gleichungen der Gestalt
y' f a \ x ] y g b \ x ]  (1)

wobei a, b stetige Funktionen auf einem Intervall I sind.
Ferner heißt
y' f a \ x ] y  (1h)

die zu (1) gehörige homogene Gleichung.

Wie im Fall konstanter Koeffizienten. gilt:

Mit einer„partikulären“ Lösungy0 von (1) erhältmanjedeweitereLösungy durchAddition einer
Lösung yn der homogenen Gleichung (1h):

y b y0 h yh

I. LösungderhomogenenGleichung:Ist A(x) eineStammfunktionzu a(x) auf I, sobesitzt(1h) dort
genau die Lösungen y

=
c eA c P i .

Beweis: y eine Lösung Q \ y ej A ] ' f \ y' k a y ] ej A f 0 ;l y ej A f const l y f c eA .

Umgekehrt: y f c eA l y' f c a eA f a y

q.e.d

DG 1. Ordnung
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(*)  y' f a \ x ] y g b \ x ]
a, b - stetige F. auf einem Intervall a , b : I m,npo`qsr
(**)  y' f a \ x ] y

y t yn u yp

yn v c eA

A - Stammfunktion von a A' = a

c - eine Konstante

Ansatz: yP w u eA u?\ u eA ] ' f a u eA g b

u' eA g a u eA f a u eA g b

u' x b ey A  u - Stammfunktion b ey A

Satz: Sei A - Stammfunktion von a
u - Stammfunktion von b ey A

y f \ u g c ] eA c z {
Folgerung:
y' w a y | b ;

y } x0 ~�� y0 a, b - stetig

Beispiel:

y' w 2 x y | x ;

a \ x ] f 2 x, b \ x ] f x ;

A } x ~ � x2 ;� yn f c ex2

c ��� ;� Stammfunktion zu x e� x2

u w$� x e.x2

d x w�� 1
2

e� x2

;� yp w u eA w�� 1
2� Gesamtheit aller Lösungen: y w�� 1

2
| c ex2

c z {
Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

AWP

(2) y' w g � x ��� h � x �         y � x0 � w y0
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g z C0 � I �           g : I ���
h z C0 � U �           h : U ����
x0, y0 ��� I x U

y' w d y
d x

;

d y
h � x � w g � x � d x

(3) �
y0

y � x �
d �
h ���>��� �x0

x

q ����� d �
Lokaler Existenzsatz:

a) Im Fall h
�

y0 �e  0  ist die konstante Funktion y
�
x �e¡ y0  eine Lösung von (2)

b) Im Fall h
�

y0 �e¢ 0 besitztdasAWP (2) in einemhinreichendkleinemoffenen
Intervall J £ I um x0 eineLösung.Eine solcheLösungerhältmanaus(3) durch
Auflösen nach y.

Beweis von b):

Sei V £ U ein offenes Intervall um y0 so, dass h �¥¤>�%¦ 0 für ¤¨§ V .

Wir definieren die Funktionen

H : V �©� ; H � y � � �y0

y
d �
h ���ª� ;

G : I ��� ; G � x � � �x0

x

g �¬«H� d « ;

H'   1
h

hat auf V einheitlichesVorzeichen.H ist daherstrengmonotonund besitzt eine stetig

differenzierbare Umkehrfunktion H  1 :   H
�
V � ® V .

H � V �  ist ein offenes Intervall um H
�

y0 �e  0 .

Sei dann J ein offenes Intervall in I um x0  mit G � J � £ H � V � .
Ein solches Intervall J existiert, da

(i) G � x0 �%¯ 0      § H � V �
(ii)G ist stetig

Auf J definieren wir nun 

y : J ���          y � x � : ¯ H ° 1 � G � x �^�
y � x �  erhält man durch Auflösen der Gleichung H � y � ¯ G � x � .

http://www.skriptweb.de



14.1 Lineare Gleichungen (Wachstumsmodelle) Seite 100/124

Die Funktion y löst in J das AWP (2) wegen

(i) H � y0 �%¯ 0 ¯ G � x0 �  gilt y � x0 �%¯ y0

(ii)Aus der Identität H � y � x � � ¯ G � x �  folgt durch Differenzieren h
�

y
�
x � �  1 ± y'

�
x �   g

�
x �

Beispiel 1:

y' ¯ x y2 y � 0 ��¯ y0 ;

g � x � ¯ x h � y � ¯ y2 ;

I = U = R
g
h

: �²���
a) Für y0   0 hat das AWP die Lösung y ¯ 0

b) y0 ¢ 0 Auflösen der Gleichung H � y � � ³y0

y
d �� 2 � ³ 0x « d « � G � x � ;´ 1

y µ 1
y0
  1

2
x2

;

y � x �%¯ 2
2
y0 � x2 ;

y0 ¶ 0 x §$� ;

y0 · 0

¸ � 2
y0

,
2
y0 ¹

Beispiel 2:

y' ¯ a � x � y y � x0 �%¯ y0

Lineare homogene Differenzialgleichung 1. Ordnung

a) Für y0   0  hat das AWP die Lösung y ¯ 0 .

b) für y0 ¢ 0³
y0

y
d �� � ³x0

x

a �¥«H� d « : � A � x �
ln

y
y0 º A » x ¼

y � x � � y � eA ½ x ¾
genau wie früher.
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Schematisches Lösungsverfahren

für y' � g � x � h � y � g ¿ C 0 À I Á
h ¿ C 0 À U Á :

1. Schritt: Sämtliche Nullstellen ÂÄÃ U  von h bestimmen.
y Å x Æ%Ç Â ist jeweils partikuläre Lösung

2. Schritt: Trennung der Variablen
1

h Å y Æ d y Ç g Å x Æ d x h Å y Æ%È 0

3. Schritt: Jede Seite unbestimmt integrierenÉ
H Å y Æ : Ç Ê d

y
h Å y Æ É

G Å x Æ : Ç$Ê g Å x Æ d x

Die allgemeine implizite Lösung ËH » y ¼%Ì ËG » x ¼ º C C Í�Î
4. Schritt: AWP y À x0 ÁeÏ y0

Falls h À y0 ÁeÐ 0 , c0 : Ç ÉH Å y0 Æ%Ñ ÉG Å x0 Æ  berechnenÉ
H Å y Æ%Ñ ÉG Å x Æ%Ç c0  wenn möglich nach y lösen. Falls h À y0 ÁeÏ 0 , dann ist y À x ÁeÏ y0  Lösung.
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15. Lokale Approximation von Funktionen: Taylorpolynome und -reihen

15.1 Approximation durch Taylorpolynome

In Kapitel 9 lineare Approximation:

L Å x Æ Ç f Å a Æ Ò f' Å a Æ Å x Ñ a Æ
für eine in a differenzierbare Funktion f.

Dabei ist L Å a Æ Ç f Å a Æ , L' Å a Æ Ç f' Å a Æ ,
und für den Fehler R Ç f Ñ L gilt:

lim
x Ó a

R Å x Æ
x Ñ a

Ç c .

Es sei f n-mal differenzierbar in a. Wir suchen ein Polynom T mit:

(1) T Å a Æ Ç f Å a Æ , T' Å a Æ Ç f' Å a Æ , Ô , T Õ n Ö Å a Æ Ç f Õ n Ö Å a Æ
Die Koeffizienten a0 , Ô , an eines solchen Polynoms eines Grades × n :

T Å x Æ%Ç©Ø
k Ù 0

n

ak Å x Ñ a Æ k ;

T Õ k Ö Å a Æ%Ç k! ak ;Ú ak Ç 1
k!

f Õ k Ö Å a Æ k Ç 0, Ô , n ;

Es gibt also genau ein Polynom T eines Grades × n mit (1), nämlich:

Tn f Å x ; a Æ%Ç f Å a Æ%Ò f' Å a Æ
1 !

Å x Ñ a Æ%Ò f'' Å a Æ
2 !

Å x Ñ a Æ 2 ÒDÔÛÒ f Õ n Ö Å a Æ
n !

Å x Ñ a Æ n ;

Definition : Tn f Å x ; a Æ Tn f Å x Æ heißt n-tes Taylorpolynom um f im Punkt a.

Lemma: Hat f in einerUmgebungvon a die Darstellung f Å x Æ%ÇÜØ
k Ù 0

Ý
ak Å x Ñ a Æ k , soist

das n-te Taylorpolynom die n-te Partialsumme Tn f Å x Æ%ÇÞØ
k Ù 0

n

ak Å x Ñ a Æ k .

Definition : Der Graphvon Tn f heißtdie Schmiegparabeln-ten Grades für f an der
Stelle a.
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Wichtig ist die Fehlerabschätzung. Wir setzen Rn ß 1 Å x Æ : Ç f Å x Æ%Ñ Tn f Å x ; a Æ .
Satz1: (Integralformfür Rn+1) Sei f : I à�á (n + 1)-malstetigdifferenzierbarauf I mit

a Ã I . Dann gilt in x Ã I :

(2) Rn ß 1 Å x Æ%Ç 1
n ! â ax Å x Ñ t Æ n f Õ n ß 1 Ö Å t Æ d t .

Beweis: Durch vollständige Induktion.

n Ç 0 : f Å x Æ%Ç f Å a Æ%Ò â ax f' Å t Æ d t ; â ax f' Å t Æ d t Ç f Å x Æ%Ñ f Å a Æ ;
n Ñ 1 à n : Nach Induktionsvoraussetzung ist Rn Å x Æ%Ç 1Å n Ñ 1 Æ ! â ax Å x Ñ t Æ n ã 1 f Õ n Ö Å t Æ d t .

Partielle Integration: â u' v Ç u v Ñ â u v'  Ú
f Å x Æ%Ñ Tn ã 1 f Å x Æ%ÇäÑ Å x Ñ t Æ n

n !
f Õ n Ö Å t Æ å

a

x Ò 1
n ! â ax Å x Ñ t Æ n f Õ n ß 1 Ö Å t Æ d t Ç

f Å x Æ%Ñ Tn ã 1 f Å x Æ%Ç f Õ n Ö Å a Æ
n !

Å x Ñ a Æ n ÒDÔ ;

f Å x Æ%Ñ Tn f Å x Æ%Ç 1
n ! â ax Ô ; æ

Folgerung 1 (Lagrange-Form von Rn+1): UnterVoraussetzungvon Satz1 ç è Ã á mit

a × è × x é Rn 1 Å x Æ%Ç f Õ n ß 1 Ö Å è ÆÅ n Ò 1 Æ ! Å x Ñ a Æ n ß 1   (3).

Beweis: Folgt aus Mittelwertsatz.

Folgerung 2 (qualitative Taylorformel) : Ist f : I à�á n-malstetigdifferenzierbar,so
gibt es auf I eine stetige Funktion r mit
r Å a Æ Ç 0  und

(4) f Å x Æ%Ç Tn f Å x Æ%Ò;Å x Ñ a Æ n r Å x Æ .
Beweis: Mit (3) des Restes folgt:

Rn ß 1 Å x ÆêÇ f Å x Æ`Ñ Tn f Å x ÆêÇ Rn Å x ÆëÑ f Õ n Ö Å a Æ
n !

Å x Ñ a Æ n Ç(3) f Õ n Ö Å è Æ
n !

Å x Ñ a Æ n Ñ f Õ n Ö Å a Æ
n !

Å x Ñ a Æ n ;
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r Å x Æ : Ç 1Å x Ñ a Æ n í f Å x Æ%Ñ Tn Å x ÆïîðÇ 1
n ! ñ f Õ n Ö Å è Æ%Ñ f Õ n Ö Å a Æóò  für x È a , a × è × x .

Wegen der Stetigkeit von f Õ n Ö folgt direkt:
lim
x Ó a

r ô x õ�ö 0 . æ
Landau-Symbol o:

f Å x Æ Ç o Å f Å x Æ Æ  für x à a ÷ lim
x Ó a

f Å x Æ
g Å x Æ Ç 0 Å g È 0 Æ .

Dann (4) in der Form:
f Å x Æ%Ç Tn f Å x Æ�Ò o ø^Å x Ñ a Æ n ù  für x à a .

Weiteres Symbol O („von der Ordnung“):
f Å x Æ%Ç T1 f Å x Æ%Ò O ø�Å x Ñ a Æ n ß 1 ù für x à a  meint:

f Å x Æ Ç O ú g Å x Æ û für x à a ÷  lim
x Ó a

f Å x Æ
g Å x Æ Ç 1 .

Beispiel: Die reelleFunktionf sei (n + 1)-mal stetigdifferenzierbarin einerUmgebungvon a. Ist
f' Å a Æ Ç Ô Ç f Õ n Ö Å a Æ Ç 0 , jedoch f ü n ý 1 þ ô a õ ÿ 0 , so hat f in a:

(i) ein lokales Minimum, falls n ungerade und f ü n ý 1 þ ô a õ � 0

(ii)ein lokales Maximum, falls n ungerade und f ü n ý 1 þ ô a õ � 0

(iii) kein Extremum, falls n gerade ist:

15.2 Taylorreihen

Definition : Seidie Funktion f : I à � unendlichoft differenzierbar.Die Potenzreihe

T f Å x ; a Æ : Ç �
k Ù 0

Ý
f Õ k Ö Å a Æ

k !
Å x Ñ a Æ k heißt die Taylorreihe von f im Punkt

a Ã I .
Konvergiert T f � x ; a � gegen f Å x Æ � x Ã U a � I , so sagtman, f besitzein
U eine Taylorentwicklung mit a als Entwicklungspunkt .

Wird f in U a durch eine Potenzreihedargestellt, f Å x Æ%Ç � ak Å x Ñ a Æ k , so ist diese die
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Taylorreihe von f in a.
Die Taylorreihe T f � x ; a � kann für x È a divergieren,und wenn sie konvergiert,muss der
Reihenwert nicht notwendig f Å x Æ sein.

Beispiel: Gegen f Å x Æ�Ç � e
ã 1

x x  0
0 x × 0

f ist unendlichoft differenzierbarundfür alle n gilt f � n � � 0 � � 0 . Ihre Taylorreiheist im Nullpunkt
daher die Nullreihe und für x  0  ist T f Å x ; 0 Æ È f Å x Æ .
Beweis: f' Å x Æ%Ç e

ã 1
x

x2 , Ô , f Õ n Ö Å x Æ%Ç Pn � 1
x � e

ã 1
x für x  0 bzw. f' � x � , � , f � n � � 0 für

x × 0 Es gilt aber:

lim
y ��� yn

ey � 0 � y � 1
x
�  Ú lim

x � 0

e� 1
x

xn
Ç 0

Ú f  n ! Å x Æpà
x � 0

0 .

Taylorreihe um x Ç 1 :

T Å x ; 1 Æ%Ç#"
k $ 0

% Å x Ñ 1 Æ k
k ! e

Ç 1

e2 È 0 !

Definition : Eine Funktion f : I à � auf einemIntervall I heißtanalytisch im Punkt
a Ã I , wenn es eine Potenzreihemit einempositivenKonvergenzradiusund ein&('

0 gibt, so dass für x Ã I )�Å a Æ gilt:

f Å x Æ�Ç*"
k $ 0

%
ak Å x Ñ a Æ k .

F heißt analytisch in I, wenn f in jedem Punkt a Ã I analytisch ist.

Bemerkung: Analytisch f : I à � Ú f  ist eine C
%

-Funktion. Umkehr gilt nicht!
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15.4 Anwendung: Das Newton-Verfahren zur Nullstellenberechnung

Gesuchtsei eineNullstelle der Funktion f Å x Æ , die in I differenzierbarsei. Sei + eineNullstelle
undnehmenwir an,wir kenneneinenNäherungswertx0 . Zur VerbesserungdesNäherungswertes
x0 verwenden wir die Linearisierung:L Å x Æ%Ç f Å x0 Æ%Ò f' Å x0 Æ�Å x Ñ x0 Æ .

L ist eine Näherungfür f in einer Umgebungvon x0 . Die Bedingung L Å x Æ Ç 0 liefert einen

(besseren) Schätzwert für die Nullstelle x1 Ç x0 Ñ f Å x0 Æ
f' Å x0 Æ  sofern f' Å x0 Æ%È 0 .

Liegt x1 im DefinitionsbereichI von f und ist f' Å x1 Æ%È 0 , so kann man darauseinen neuen
Näherungswert x2 berechnen:

x2 Ç x1 Ñ f Å x1 Æ
f' Å x1 Æ  usw.

Entsprechend betrachten wir die Newton-Iteration (*)  xk , 1 Ç xk Ñ f Å xk Æ
f' Å xk Æ k Ç 0 , 1 , 2 , Ô

x
x0

+
x2

x1

Konvergenzsatz: Sei f eine zweimal stetig differenzierbarereelle Funktion. In [a, b]
gelte:
(i) f hat in [a, b] eine Nullstelle +
(ii)  f' Å x Æ È 0  für x Ã - a , b .
(iii) f ist in [a, b] konvex oder konkav, d.h. f'' Å x Æ / 0  oder f'' Å x Æ × 0
(iv) die Iterationsreihe x1  zu x0 Ç a  und zu x0 Ç b liegen in [a, b].

Dann gilt: Bei beliebigemStartwert x0 Ã0- a , b . liegt die gemäß(*) gebildete
Folge x1 , x2 , Ô  in [a, b] und konvergiert gegen + .
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Beweis: Königsberger.

Definition : Sei f : - a , b . à�á stetigund in (a, b) 2-mal differenzierbar.Dannheißtf
konvex, wenn f'' / 0 undkonkav, wenn f'' × 0 . F ist streng konvex (konkav),
wenn das „=“ ausgeschlossen ist.
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16. Globale Approximation von Funktionen: Gleichmäßige Konvergenz

16.1 Gleichmäßige Konvergenz

Haben in Kap. 7 Funktionenfolgenbetrachtet, f n : D à � , n Ç 1 , 2 , Ô , und punktweise
Konvergenzeingeführt.Die Folge 2 f n 3 heißtauf D punktweisekonvergent,wenn � x Ã D die

Zahlenfolge 4 f n 5 x 6 7 konvergiert. Durch f Å x Æ : Ç lim
n 8 9 f n Å x Æ ist dann die Grenzfunktion

f : D :<; definiert. Die Konvergenzgeschwindigkeitbzw. die Güte der Approximation von
f Å x Æ  durch f n 2 x 3  ist aber von Punkt zu Punkt verschieden. 

Definition : EineFolgevon Funktionen f n : D =<> heißtgleichmäßigkonvergent auf
D gegendie Funktion f : D :?; , wenn es @BADC 0 einen für alle x E D
gemeinsamen Index N gibt, so dass F f n G f F D H0I � n  N , d.h.J

f n K f
J

D LSupremumsnorm
0  für n M N .

Anschaulich: Für n / N  liegen alle Graphen y O f n P x Q  im A -Schlauch um y R f S x T .

Bemerkung: Statt F f n G f F D HUI  kann man auch schreiben: V f n S x T G f S x T V H0I W x E D .

Gegenbeispiele:

1) f n X x Y[Z xn . Alle fn stetig, aber f O lim
n

f n  auf [0, 1] unstetig; f S x T\R ] 0 0 ^ x H 1
1 x R 1

.
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2) f n S x T : R sin n x

n

Es gilt: lim
n _ ` f n S x T\R f S x T\R 0 . a f n b  konvergiert gleichmäßig auf c  gegen 0.

f n ' P x Q\O n cosn x ; lim
n _ ` f n ' P x Q\Oed  konvergiert nicht!

f' S x T\R 0 f lim
n _ ` f g n ' S x T

16.2 Eigenschaften der Grenzfunktion

Zitieren hier einige Eigenschaften:

Satz 1: Die Grenzfunktionf einerauf D hji gleichmäßigkonvergentenFolgestetiger
Funktionen f n : D k?l  ist stetig auf D.

Satz2: Die Grenzfunktionf einerauf m a , b noh c gleichmäßigkonvergentenFolgevon
Regelfunktionen f n : p a , b qrMts  ist selbst eine Regelfunktion und es gilt:u

a

b

f S x T d x R lim
n _v` u ab f n S x T d x .

Bemerkung: Der Beweisfolgt ausder Tatsache,dassRegelfunktionensodefiniertsind,dasses
Folgenvon Treppenfunktionenwyx n z gibt, die gleichmäßiggegenf konvergieren(Kapitel
12.2).
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Satz 3: Seien f n : I {}| , n ~U�  stetig differenzierbare Funktionen auf I:
1. w f n z  konvergiere punktweise auf I

2. w f n ' z  konvergiere gleichmäßig auf I

Dannist die Grenzfunktion f � lim
n � � f n stetigdifferenzierbar,und � x ~ I gilt:

f' � x �o� lim
n � � f' n � x � , f � x �\� lim

n � � f n � x � .

16.3 Kriterium für gleichmäßige Konvergenz

Cauchy-Kriterium:Eine Folgevon Funktionen f n : D �?� konvergiertgenaudanngleichmäßig
auf D, wenn es � ��� 0 � N � � f n � f m ��� � � n , m � N  (*).

Bemerkung: In Kapitel 5.6 ähnlichesKriterium für Zahlenfolgenund in Kapitel 7.8 für den
GrenzwerteinerfestenFunktionf(x) kennengelernt.Hier betrachtenwir Funktionenfolgen.
Für Funktionenreihen haben wir in Kapitel 7.3 die Normalkonvergenz diskutiert.

Beweis:

1) � f n � konvergieregleichmäßiggegenf. � ��� 0 � N ��� f n � f ��� �
2

für n � N . Für

n , m � N  folgt: � f n � f m ��� � f n � f ��� � f � f m ��� � .
2) Es sei (*) erfüllt. Aus � f n � x �\� f m � x � �¡ U¢ £ x ¤ D ¥ £ n , m � N folgt zunächst,
dass � f n ¦ x § � eine Cauchy-Zahlenfolgeist. Bezeichnet f � x � ihren Grenzwert,so folgt mit
m ¨ © : � f n � x �\� f � x � �y U¢ £ x ¤ D ¥ £ n ¤eª . «
Korollar : Eine Reihe ¬

k  1

®
f k von Funktionen f k : D ¨}¯ konvergiertgenaudann

gleichmäßig auf D, wenn£B¢±° 0 ² N ³ N � ¢ �µ´ £ m � n � N ¶¸·
n

m

f k ¶�¹ ¢ .

Beweis: durch Anwendung des Cauchy-Kriteriums auf die Folge F n º ¬
k » 1

n

f k .

Folgerung (Majorantenkriterium) : Wenndie Reihe ¬
k  1

®}¼
f k

¼
D derNormenbezüglich

D konvergiert,dann konvergiertdie Funktionenreihe ¬
k  1

®
f k gleichmäßigauf D.

Oder: Jede auf D normal konvergente Reihe ist dort gleichmäßig konvergent.

Beweis: Korollar und ¶ ·
n

m

f k ¶   ·
n

m ½
f k

½
.

Bemerkung: Die Normalkonvergenzeiner Funktionenreiheist einestärkereBedingungals die
gleichmäßige Konvergenz.
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16.4/16.5 Lokal-gleichmäßige Konvergenz

Die Potenzfolgexn konvergiertzwarnicht im offenenIntervall (-1, 1) gleichmäßiggegen0, jedoch
in jedem kompakten Teilintervall ¾ � r , r ¿  mit r ¹ 1 .

Definition : Eine Folge f n : D À?Á konvergiert lokal-gleichmäßig, wenn eine
UmgebungUx relativ D existiert, so dass die Folge der f n ÂU x gleichmäßig
konvergiert.

Offenbar gelten Sätze 1-3 auch dann, wenn die gleichmäßigeKonvergenzdurch die lokal-
gleichmäßige ersetzt wird.

Konvergiert eine Funktionenfolgef n : D À?Á in den endlich vielen Teilmengen
U 1 , Ã , U s Ä D gleichmäßig,dann auch in der Vereinigung U 1 Å U 2 Å Ã Å U s (zu ÆDÇ 0

wähleman N È ÆÊÉ als dasMaximum der jeweiligen N 1 ËÍÌÊÎ , N 2 ËyÌÏÎ , Ã , N s ËÍÌÐÎ ). Wir zeigen
jetzt, dass durch Bildung endlicher Vereinigungenvon der gleichmäßigenKonvergenz „im
Kleinen“ auf die gleichmäßige Konvergenz auf kompakten Mengen geschlossen werden kann.

Lokal-Kompakt-Prinzip

Definition :

1) unter einer offenen Überdeckung einer Menge A ÑÓÒ verstehenwir eine

Familie Ô I k Õ k Ö K offenerIntervalle I k ( K seiIndexmenge)derart,dassjederPunkt

von A in mindestens einem IK liegt:
A Ñ U

k Ö K
I k

2) A hat die Heine-Borel Überdeckungseigenschaft, wenn aus jeder offenen
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Überdeckung Ô I k Õ k Ö K von A endlich viele Intervall I k1, × , I kn so ausgewählt

werden können, dass auch sie A überdecken:

A Ñ UØÚÙ 1

n

I k Ø
Zeigen: kein offenes Intervall besitzt die HB-Überdeckungseigenschaft.

Beweis: I n : ³ � a Û 1
n

, b � mit
1
n
¹ b � a  

I n bildet offene Überdeckungvon (a,b) derart, dass(a,b) nicht durch endlich viele Intervalle

überdeckt sind.

Überdeckungssatz von Heine-Borel: Für A ÑÓÒ  sind gleichwertig:

(i) A ist kompakt
(ii) A hat die Heine-Borel-Überdeckungseigenschaft.

Beweisskizze:
(i) Ü (ii) wird durch Intervallschachtelungindirekt geführt. Da Grenzwertevon Folgen in

kompakten Intervallen immer im Intervall liegen! ¨  (ii).
(ii) Man zeigt zunächst,dassA beschränkt.Das folgt daraus,dassendlich viele beschränkte

Intervalle (-k, k), k ¤eª , ganz A überdecken.

Daraus folgt nach Bolzano-Weierstraßdie Existenz konvergenter Teilfolgen. Daraus folgt
Kompaktheit.

Satz: Eine lokal-gleichmäßigkonvergenteFunktionenfolge � f n � auf einem offenen

Intervall I ÑÝÒ  konvergiert auf jeder kompakten Teilmenge A Ñ I  gleichmäßig.

Beweis: Jeder Punkt x ¤ A liegt in einem offenen Intervall I x , in dem � f n � gleichmäßig

konvergiert. Da A kompakt, überdeckenbereits gewisse endlich viele solche Intervalle
I x1, I x2, × , I xs die MengeA. � f n � konvergiertdanngleichmäßigin I x1 Þ × Þ I xs , also erst

recht in A.

16.6 Der weierstraßsche Approximationssatz

Eine Funktion,die in einePotenzreiheentwickelbarist, kannauf jederkompaktenTeilmengedes
Konvergenzintervallsbeliebig genau und gleichmäßig durch Polynome approximiert werden,
nämlich einfach durch die Partialsummen.
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Definition : Sei K ÑÝÒ kompakt. Wir bezeichnenmit ßP à P á K â die Mange der

stetigen Funktionen f: K ¨tÒ mit der Eigenschaft:£B¢±° 0 ² Polynom p mit ã f � p ã K ¹ ¢
(d.h. ßP ist die Menge der stetigenFunktionen,die durch ein Polynom beliebig

genau approximierbar sind).

Für ßP kann man leicht folgende Eigenschaften beweisen:

Hilfssatz 1: Mit f und g gehören auch f ä g å ßP .

Hilfssatz 2: Mit  f,g å ßP æèç f ç , max á f, g â , min á f,g âÚå ßP .

Hilfssatz 3: £ f : K ¨}Ò stetig éëê x å K éëêíìïî 0 ð Funktionq å ßP  mit:

(i) q(x) = f(x)

(ii)  q   f Ûeñ auf ganz K

Beweis: Wir wählen zu £ z ¤ K  eine reelle lineare Funktion l z  mit

l z � x �\³ f � x � und l z � z �\³ f � z �
Aus Stetigkeitsgründen, gibt es um z ein offenes Intervall I z , sodass für y ¤ I z ò K  gilt:

l z � y �   f � y �\Û ¢
NachHeine-Borelüberdeckenbereitsgewisseendlichviele I z1, × , I zn dasKompaktumK. Wir

setzen nun q : ³ min � l z1, × , l zn � .

q gehört nach Hilfssatz 2 zu ßP und erfüllt offenbar (i). Die Eigenschaft(ii) folgt aus

l z � y �   f � y �\Û ¢ , da jeder Punkt y ¤ K in mindestenseinem der Intervalle I z1, × , I zn

liegt.

Approximationssatz: Zu jeder stetigenFunktion f : K ¨}Ò auf einer kompakten

Menge K ÑÓÒ  und £ó¢D° 0 ²  Polynom P mit ô f � x �\� p � x � ô ¹ ¢ £ x ¤ K . 

Beweisskizze: Ergänzen Hilfssatz 3 durch eine Funktion q für die gilt
qx � y �\� f � y �o�0ñ £ y ¤ U x ò K und für jedes gewählte x ¤ K . Man wählt dann das

Maximum aller qxi ausden endlich vielen Intervallen U xi , die K überdeckenund hat damit

eine Eingrenzung von f nach oben und unten.
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17. Approximation periodischer Funktionen: Fourierreihen

17.1 Der Weierstraßsche Approximationssatz für periodische Funktionen

Definition : Ein trigonometrisches Polynom mit Grad   n ist eine mit komplexen

Koeffizienten ck  gebildetet Funktion.

T � x �\³ õ
k Ùoö n

n

ck ei k x , x ¤ÝÒ , ck ¤ë¯
Summen und Produkte trigonometrischerPolynome sind offenbar wieder trigonometrische

Polynome. Mittels ei k x ³ cosk x Û i sin k x kann T auch in der reellen Form:

T � x �\³ a0

2
Û÷õ

k Ù 1

n � ak cosk x Û bk sin k x � gebracht werden. (wobei i.A. ak , bk ¤ë¯ ):

(1)

a0 ³ 2 c0 c0 ³ a0

2

ak ³ ck Û cö k ck ³ 1
2 � ak � i bk �

bk ³ i � ck � cö k � cö k ³ 1
2 � ak Û i bk �

Beweis: Übung

Bemerkung: ck ³ cö k
*

ak ³ ck Û ck
* ³ 2 Re ck

bk ³ i � ck � ck
* � i � 2 i Im ck �

Die Koeffizienten ck und damit ak, bk sind durchT eindeutigbestimmt,wegender sogenannten

Orthogonalitätsrelation.

(2) ø
0

2 ù
ei n x ú eö i m x d x ³üû 2 ý falls n ³ m

0 falls n þ m
n , m ¤ ÿ

ist nämlich 
�
ei 2 ù k ³ 1 k ¤ ÿ��

(3) ck ³ 1
2 ý � 02 ù

T � x � e
ö i k x d x

Notation: Kronecker-Symbol: � 02 ù
ei n x ö i m x d x ³ 2 ý�� nm� nm ³�� 1 n ³ m

0 n þ m
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Definition : Wir bezeichnen 	T die Mengeder 2 ý -periodischen,stetigenFunktionen

f: Ò ¨tÒ  mit folgender Eigenschaft:
 ñ�� 0  reelles trigonometrisches Polynom T mit�
f � x ��� T � x � ����� 


x �ëÒ .

[ Dies ist analog zu 	P in 16.6]

T � 2 ý� ; x : � � ú T ; periodischeFunktion: f � x ��� f � x � 2 ý�� ; (bzw. man kann auch oft

nichtperiodische Funktionen in einem bestimmten Intervall als periodisch betrachten)

f � x � � sin � x � ú sin � 3 ú x � � 1 ;

f � x � lässt sich durch Superposition unendlich vieler harmonischerSchwingungsprozesse
darstellen.

f � x ��� 1
2

a0 ���
k � 1

N � ak cosk x � bk sin k x � ;

komplexe Schreibweise: cosk x � 1
2 � ei k x � e

ö i k x  ; sin k x � 1
2 i � ei k x � e

ö i k x  ;

f � x ��� a0

2
� �

k � 1

N !
ak

1
2 � ei k x � e

ö i k x  � bk

1
2 i � ei k x � e

ö i k x  " � a0

2
� �

k � ö N

N

ck ei k x ;

c# k � 1
2 $ ak % i bk & ; k � 0 ;

c0 � a0

2
;

Umkehrung: ak � ck � cö k ; bk � i � ck � cö k � ;

Trigonometrisches Polynom: T � x � : � �
k � ö N

N

ck ei k x x �(' , ck �*) ;

Die ck und damit die ak und bk sind durch T(x) eindeutig bestimmt wegen

Orthogonalitätsrelationen +
0

2 ù
d x ei n x ú eö i m x � +

0

2 ù
d x ei , n ö m - x � 1

i � n � m � ei , n ö m - x .
0

2 ù
.
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0

2 ù
d x ei n x ú e/ i m x � 0 2 1 falls n � m

0 falls n 2 m
� : 2 143 nm ; 3 nm � 5 1 n � m

0 n 2 m
;

ck � 1
2 1 + d x T � x � e/ i k x � 1

2 1 + d x 67�
l � / N

N

cl ei l x 8 e/ i k x � ! �
l

cl 3 kl � ck ;9 ak � 1
2 1 +

0

2 :
d x T � x �<; e/ i k x � ei k x =

2 cos k x

; analog bk ;9 ak � 11 +/ :: d x T � x � cosk x ; bk � 11 +/ :: d x T � x � sin k x ;

Approximationssatz: Jede stetige Funktion f � x � in > �?1 ; �@1�A mit
f �B�C1���� f �D1�� lässt sich mit beliebiger Genauigkeitdurch trigonometrische

Polynome approximieren.

Beweis: mit Satz von Leopold Fejér (Königsberger S. 336)

Betrachtedie Teilsummen Sn f : � a0

2
�E�

k � 1

n F
ak cosk x � bk sin k x G , setzedie ak und bk

ein.9  Sn f � 11 +/ :: d y f � y � 6 1
2
�E�

k � 1

n

cosk x cosk y � sin k x sin k y 8 ;

Sn f � 11 + d y f � y � H 1
2
���

k � 1

n cosk � x � y � I ;

Sn f � : +/ :: d y Dn � x � y �KJ f � y � ; Dn : Dirichlet-Kern , Dn � s �L� 1
2 1 �

k � / n

n

ei k s ;

Dn � s ���
1

2 1 � 2 n � 1 � falls ei s � 1

1
2 1 sin M n � 1

2 N
sin

1
2

s
sonst

Sn f � 1
2 1 +/ :: d y f � y � ; f � y ��� sin M n � 1

2 N � x � y �
sin

1
2
� x � y � ;

Fejér-Summierung: Bilde das arithmetische Mittel der Fourier-Polynome:O
n / 1 f � 1

n

F
S0 f � S1 f ��PQ� Sn / 1 f G � 1

2 1 n
+/ :: d y f � y �R�

k � 0

n / 1
sin S M k � 1

2 N�T x � y U V
sin M x � y

2 N ; 
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�
k � 0

n / 1

sin M k � 1
2 N u � sin2 M n

u
2 N

sin
u
2

;

Annahme: f � x � ist eine Regelfunktion 9 f � x � hat als Unstetigkeitenhöchstensendliche
Sprünge
Betrachte kurz f � x � � 1 9  a0 � 2 ; a WX� bWY� 0 ; Z 2 0 ;O

n [ f � x �L� 1 \]� 1 � 1
2 n 1 +/ :: d y

sin2 M n
x � y

2 N
sin2 M x � y

2 N (*);

Multipliziere (*) mit 
1
2 ^ f � x+ ��� f � x- �`_  und subtrahiere von O n / 1 f :O

n / 1 f � ^ f � x+ ��� f � x- � _
2

� 1
2 n 1 +/ :: d y a f � y ��� f � x+ ��� f � x- �

2 b sin2 M n
x � y

2 N
sin2 M x � y

2 N ;

O
n / 1 f � ^ f � x+ ��� f � x- �`_

2
� 1

n 1 +
0

:
2

d u cd� u � sin2 T n u U
sin2 u

;

cd� u � : � f � x � 2 u �L� f � x � 2 u ��� f � x+ ��� f � x- � ;cd� u e 0+ ���fcd� u e 0- ��� 0 ; cd� u ���fc��B� u �  gerade Funktiong cd� u � gih � ; 
�

 beliebig;

wenn nur ju j hfklh 1
2

:m
1

n 1 +
0

:
2

d u cd� u � sin2 n u

sin2 u

m � 1
n 1 +

0n d u
g cd� u � g sin2 n u

sin2 u
� 1

n 1 + n
:
2

d u
g cd� u � g sin2 n u

sin2 u
;o O

n / 1 f � f � x+ ��� f � x- �
2

o h �
;

Satz von Fejér und Dirichlet : Jede stetige Funktion f � x � in > �p1 ; 1pA und
f �B�C1���� f �D1�� lässt sich eindeutig und mit beliebiger Genauigkeit durch

trigonometrische Polynome approximieren.
An eventuellen Sprungstellenkonvergiert die Polynomapproximationgegen
1
2 ^ f � x+ ��� f � x- � _ .

Approximationssatz: Zu jederstetigenFunktion f : 'qer) mit derPeriode 2 1 gibt
es ein trigonometrisches Polynom T mit s f � x �L� T � x � s �t� 


x �u' .

Beweis: Folgt mit vP e vT  aus dem weierstraßschen Approximationssatz.

Bemerkung: Reiner Existenzsatz.
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17.2 Definition der Fourierreihen. Der Identitätssatz

Definition : R � T � � Vektoren der 2 1 -periodischen komplexwertigen
Regelfunktionen auf ' .

Definition : In Verallgemeinerungvon (3) ck � +
0

2 :
T � x � e/ i k x d x definiert man als

den k-ten Fourierkoeffizienten einer Funktion f � R � T �  die Zahlw
f � k � : � 1

2 1 +
0

2 :
f � x � e/ i k x d x k ��x ,

w
f � k �y�() .

Das mit diesen Fourierkoeffizienten gebildete trigonometrische Polynom

Sn f � x � : � �
k � / n

n w
f � k � ei k x  heißt n-tes Fourierpolynom der Funktion f.

Schließlich versteht man unter der Fourierreihe S z f
S z : � lim

n { z SN f � x ��� �/ zz wf � k � ei k x
, sofern der Grenzwert existiert.

Bemerkung: Das Symbol � / zz  bedeutet stets lim
n { z � / n

n

.

Bemerkung: Die Reihen �
0

z
, �/ z/ 1

 müssen nicht konvergieren, auch wenn S z f  existiert.

Das n-te Fourierpolynom Sn f  lässt sich auch als Sinus-Cosinus-Reihe darstellen,

Sn f � x ��� a0

2
�E�

k � 1

n |
ak cosk x � bk sin k x } , wobei gilt:

ak � wf � k �L� wf �~� k � ;
bk � i � wf � k ��� wf �~� k � � ;

ak � 11 +/ :: f � x � cosk x d x k � 0 , 1 , 2 , P ;

bk � 11 +/ :: f � x � sin k x d x k � 1 , 2 , 3 , P ; (k zählt ab 1, weil sin(0) = 0)

Folgerung:
f ungerade �  ak � 0



k

f gerade �  bk � 0



k

Beispiel 1: f : ����� , f � x � : � �x �  für x � > �?1 , 1pA  und f � x � 2 1���� f � x � .
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Da f gerade 9  bk � 0  und ak � 21 +
0

:
cosk x d x ;9 a0 �u1 , ak �(� 21�� 1 ���B� 1 � k �  für k � 1 ;

S z f � x ��� 1
2
� 41 � cosx � cos3 x

32 � cos5 x

52 ��P � ;

Majorante ist � 1

n2  9  Sz f  konvergiert auf ganz ' , stellt eine stetige Funktion dar.

Beispiel 2:

Sei f � x ��� � 1 x ��� 0 , 1��� 1 x ���B�C1 , 0 �
0 x � k 1 , k ��x .

Da f ungerade 9  ak � 0 und bk � 21 +
0

:
sin k x d x � � 4

k 1 , k � 1 , 3 , 5 , P
0 k � 2 , 4 , 6 , P9 Sn f � x ��� 41 � sin x � sin 3 x

3
� sin 5 x

5
��P�� sin n x

n � .
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Identitätssatz: Sei f und g � R � T � stetige Funktionen mit gleichen
Fourierkoeffizienten, d.h. 

w
f � k �L� wg � k � � k ��x 9 f � g .

Beweisskizze: Die Fourierkoeffizientenvon h : � f � g sind nach(V) (= Voraussetzung)null,w
h � k � � 0 . Mit dem weierstraßschenApproximationssatzzeigt man, dass +

0

2 :��
h � x � � 2 d x � 09 h � 0 � x , da �h � 2  stetig und � 0  in > 0 , 2 1pA .

Darstellungssatz: Ist f � R � T � stetig und konvergiert die Fourierreihe von f
gleichmäßig auf ' , so gilt S z f � f .

Beweis: Nach(V) definiert lim
n { z �l � / n

n w
f � l � ei l x � S z f � x ��� : g � x � einestetigeFunktion(wegen

gleichmäßiger Konvergenz).w
g � k ��� 1

2 1 lim
n { z �l � / n

n w
f � l � +

0

2 :
ei l x e/ i k x d x

2 :X� lk

� wf � k � � k9  nach dem Identitätssatz S z f � f . q.e.d.

Bemerkung: Dieser Satz ist Konsistenzfeststellung,es bleibt offen, ob und wann S z f
konvergiert und gegen was.

17.4 Punktweise Konvergenz nach Dirichlet

Hinreichendes Konvergenzkriterium für Regelfunktionen f � R � T � :

Definition : f sei eine Regelfunktion,sie hat daherin x einenlinksseitigenund einen
rechtsseitigen Grenzwert f � x- �  bzw. f � x+ � .
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Der Grenzwert

lim
t ¡ x

f � t ��¢ f � x- �
t ¢ x

 heißt linksseitige Ableitung

lim
t £ x

f � t ��¢ f � x+ �
t ¢ x

 heißt rechtsseitige Ableitung

in x. Es gilt:

Satz: Die Funktion f � R � T � besitzein x sowohl eine linksseitige als auch eine
rechtsseitige Ableitung. Dann gilt:

(i) Ist f in x stetig, so konvergiert S z  im Punkt x gegen f(x); Sz f ¤ f ;

(ii) Ist f in x unstetig,so konvergiert S z f in x gegendasarithmetischeMittel des
linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwertes von f in x.

S z f � x ��¤ 1
2
> f � x- ��� f � x+ �¥A

Riemannsches Lemma: Für jede Regelfunktion c : > a , b A¦er)  gilt:

lim
p { z¨§ ab cd� x � sin p x d x ¤ 0 .

Beweis: Königsberger

Der Dirichlet-Kern

Definition : Unter dem Dirichlet-Kern n-ten Grades versteht man die Funktion:

(10) Dn � x � : ¤ 1
2 1 ©k � / n

n

ei k x , d.h. 
w
f � k � ¤ 1 .

Sofern x ª 2 1(J«x  ist, ist das eine endliche geometrische Summe.

Dn � x ��¤ 1
2 1 sin ¬ n � 1

2
x 

sin
x
2

x ª 2 14x
1

2 1¯® 2 n � 1 ° x � 2 1qx ;
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Dirichletsches Lemma:

(i) � n  ist §/ :: Dn � t � d t ¤ 1

(ii) Für jede in 0 linksseitig und rechtsseitigdifferenzierbareRegelfunktion

f : > ¢C1 , 1pA¦e�)  gilt für n e ±  §/ :: f � t � Dn � t � d t e 1
2 ² f � 0- ��� f � 0+ �´³ .

Bemerkung: D z � t � ist in der Funktionalanalysisdie Dirac'sche Deltafunktion 3l� t �§/ zz f � t �µ3¶� t � d t ¤ f � 0 � .

Beweis:
(i) Folgt aus (10) Dn � x � .

(ii) Da Dn  eine gerade Funktion ist, können wir aus (i) folgern: 
f � 0+ �

2
¤ §

0

:
f � 0+ � Dn � t � d t .

Damit folgt: 
§
0

:
f � t � Dn � t � d t ¢ f � 0+ �

2
¤ §

0

:
f � t ��¢ f � 0+ �

t
lim
t · 0

existiert

J t

2 1 sin
t
2

lim
t · 0
� 1:� : ¸¹, t -

sin º n � 1
2 » d t

;

c  wird mit cd� 0 � : ¤ lim
t £ 0
cd� t �  eine Regelfunktion auf > 0 , 1CA  .

Das riemannsche Lemma ist also anwendbar und ergibt:

lim
n { z¹§ 0: f � t � Dn � t � d t ¤ f � 0+ �

2
;

analog: §/ :0 f � t � Dn � t � d t e f � 0- �
2

;

Einschub:

Orthogonalitätsrelation nennt man Funktionen, die folgende Bedingung erfüllen:§/ zz f n � x � f m � x � d x ¤*3 nm  (allgemein); §
0

2 : a

e
i n

x
a e/ i m

x
a d x ¤ 2 1 a 3 nm  (mit Periodizität);

damit kann man den Fourierkoeffizienten aus der Fourierreihe berechnen

Beispiel:

Die Fourierreihe konvergiert an allen Stellen x �u'  gegen

f � x ��¤ Sz f � x ��¤ 41 º sin x � sin 3 x
3

�¼P » .
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An Stetigkeitsstellengilt (i). An den Sprungstellen k 1 , k �¼x , hat die Reihe den Wert 0:

S z f � k 1���¤ 0 ¤ 1
2 ½ f � k 1 - ��� f � k 1 + �¿¾ .

17.5 – 17.6 Fourierreihen stückweise stetig differenzierbarer Funktionen

Definition : EineFunktion f � R � T � heißtstückweisestetig differenzierbar , wennes
eine Zerlegung 0 ¤ t0

h
t1

h P h
t r ¤ 2 1 desPeriodenintervalls > 0 , 2 1CA gibt,

und stetigdifferenzierbareFunktionen f k in denabgeschlossenenTeilintervallen² tk / 1 , tk ³  mit den f in den offenen Teilintervallen ½ tk / 1 , tk ¾  übereinstimmt:
f � x �L¤ f k � x �  für x � ½ t k / 1 , tk ¾ .

Bemerkung: Die Funktion f kann also Sprungstellen haben.

Satz: Die Fourierreiheeiner stückweisestetig differenzierbarenFunktion f � R � T �
konvergiertauf jedemIntervall > a , b A , daskeineUnstetigkeitsstellevon f enthält,
gleichmäßig auf f.

Beweis: Königsberger

Bemerkung: Die gleichmäßigeKonvergenzfindet in der Tat an den Unstetigkeitsstellenvon f
nicht statt. Das ist das sogenannte gibbsche Phänomen.

Beispiel: Sägezahn

g � x ��¤ 1À¢ x

2
x ��� 0 , 2 1Á� ; g � 0 � ¤ 0 ;

g ungerade 9  ak ¤ 0

bk ¤ 11 §
0

: 1Â¢ x

2
v

sin k x
u'

d x ¤ ¢Ã�B1Ä¢ x � cosk x

k 1 Å 0: ¢ 1
4 1 §

0

:
cosk x d xÆ 0

¤ 1
k ;9  Fourierreihe von g:

S z g � x ��¤ ©k Æ 1

z
sin k x

k
¤ sin x Ç sin 2 x

2
Ç sin 3 x

3
Ç�P ;
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Man findet nahederUnstetigkeitsstelleein Überschwingenvon SN g , und zwar kannmansagen,

dass an 
xn ¤ 1

n Ç 1
2

e
n { 0

0
 gilt: Sn g � xn ��¢ g � xn ��È 0,089 1  unabhängig von n.

Das ist das Gibbs-Phänomen.

Deutung: Für eine reelle T-periodische Schwingung f stellen die Fourierkoeffizientendie
(komplexen) Amplituden der harmonischen Trägerschwingung dar, aus dem sich f zusammensetzt.

c0 ¤ a0

2
: arithmetischer Mittelwert (Gleichspannungsanteil für elektrische Signalspannung)

2 c1 ¤ a1 ¢ i b1 : komplexe Amplitude der Grundschwingung
2 cn ¤ an ¢ i bn , n � 2 : n-te Oberschwingung©n Æ 2

z�É
cn

2
É

©n Æ 1

zrÉ
cn

2
É : Oberschwingungsanteil (Klirrfaktor)
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