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l. Integralrechnung mehrerer Veranderlicher

1. Wiederholung: Das Riemannsche Integral

f (X) A

X
Definition 1: Gegeben: Bschrankte Funktiorf : [a, b]| - R..
a)Je n+1 Zahlen Xg, X;, ..., X, Mit a=X,<X; <X, <...<X,=Db bilden
eineZerlegung P:={X,, ..., X,} von [a, b|;
I =X 1, %] heiRtk-tes Teilintervall ;
A X, 1 =X, — X._, seineLange.
IIP|| : = max A x,
1<k<n
nennt marNorm von P.
b) Seien
m,:=inf f(x); M, :=supf (x)
X€El, Xel, .
Dann heil3en
n
So(f)i= D m Ax,
k=1
Untersummevon f beziglich P,
n
S.(f):=D My A x,
k=1
Obersummevon f bezlglichP.
} } f(x) 4
Xl X2
a=x, b= X4 Obersummeaon f bez. P
/ Vi // / //
////// / ////////////// // /' \/ /////
/SN // / / /// ///// / /// ///
a=X, X, X, b=x, #X
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I. Integralrechnung mehrerer Veranderlicher Seite4/84

Beachte
1)ymeeM =S, (f)<S,(f)

2) M und my sindi.d.R. keine Funktionswertevon f, insbesonderaicht die Werte an den
Intervallgrenzen.

Definition: Eine Zerlegung P' : ={X', =X, , X', ..., X'/ heiRtVerfeinerung von
P,falls PcP'.

Betrachte |, : =[%,_,, X,| zur Zerlegung P. Wegen PcP' ist X,_, und X,€P', also
entweder

I ist Teilintervall zu P' oder

I, enthalt mehrere Teilintervalle z&' .

1. Fall: |, Teilintervallauch vonP' = m,, M, und A X, gleich o
= Beitragzu Sy (f) und S, (f) ausdiesemintervall gleich, ebensozu Sy (f) und
Se ().

2. Fall: 1, wird durch Punkte von P' in kleinere Teilintervalle zerlegt, etwa
l=1"Ul'_,U..Ul',. I''cl,=supf(x)<supf(x)= M <M,
a xel, x€l,
Analog: M| <M, ,..., M <M, und M, =m,, ..., m >m,. Beitragaus [X, ;, %]

zu S, (), namlich

q
Zmli A X,
i=
ist nicht kleiner als der zuS, (f), namlich m, A x,. Analog S, ().
= P' VerfeinerungvonP « Sp (f)=Sp(f) und S, (f)<S,(f).

3. Fall: Wegen
inf f(x)<sup f(x)
XEI XEIl

http://www.skriptweb.de



1. Wiederholung: Das Riemannsche Integral Seite5/84

gilt Sp(f)<S,(f).

Auch fiir verschiedend®, P' folgt: Sp (
Sei P" : =P UP'. Danngilt: Sg. (f)s
Sp(f)<Sy (f)<S.(f)<S.(f) =
beschrankt, wenrP variiert wird.

Definition 2: Gegebenbeschrankte Funktiorf : [a, b] = R .
}f (x)d x:=supS; (f)
h:eirStunteres Rierpnann-Darboux-IntegraIund
[f(x)dx:=inf S, (f)
oi)eres RiemannfDarboux-IntegraJ

Achtung Zu jederbeschrankten Funktion existiert das untere + obere R-D-I.
Wegen 3. gilt stets:

ff dx<ff

Beweis Sei Sy (f) die Untersummeauf [a, b] beziiglich P. Ist c¢ P, so betrachteman
P':=Pu{c}. (2. vor Definition 2) ergibt: Sy (f)=S,(f), also0.B.d.A: betrachteman
ZerIegungenP' und ce P':

=S (f)= D2 MAx =D MAX+ 2 M AX=S,(f)+Su(f)
X, EP' X, EP' X, €P' auf[a, c] auf[c, b]

Analog

b

ff(x)dx

a

Anschaulich: P feiner = steigt Sy () . Obere GrenzeS, (f).
Achtung: S, (f) strebt im allgemeinenichtgegenS,. ( f).

Beispielt

f (X) . ={0furX€Q
1firxeQ

= Injedem | liegt stetseinx€ @ undein y Q..

Fir jedesl  gilt also:

Mk=supf(x)=1; m, = inf f (x)=0.

X€El, X€El, ’
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1. Wiederholung: Das Riemannsche Integral Seite6/84

b n
= If(x)dx=S (f)=kzlmkAxk=O;

b n n
[t(x)dx=S(f) =X M Ax =2 1Ax =b-a;
a k=1 k=1

Definition 4: f : [a, b| = R sei beschrankt. Gilt
b b
ff(x)dx=ff(x)dx:=c,

so heidt f Riemann-integrierbar oder R-integrierbar, und ¢ nenntman das
Riemann-Integral von f auf [a, b]:
b

ff(x)dx:=c.
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1. Wiederholung: Das Riemannsche Integral Seite8/84

X v
<V
\/

Beweis
(1): 0.E. sei f monoton steigend. Fiir jede ZerleguRgvon [a, b] gilt:
Sp(f)—Sp(f)= (Mk_mk)AxkzZ(f(xk)_f(xkﬂ))Axk
Sk;(f (%) = F (x_2)) 1Pl =<f (%)~ f (io)) IPIl=(f (b) = f (a)) Pl

(2), f stetig“ heilt: Zu jedem ¢ >0 existiert ein § =6 (x)>0 mit |xk —x| <5 =
|f (x,)—f (x)|<e.
Wahle
e:=1/nund ||P||<8,: =min s (x) xela,b].

= Mk—mk<25=%.

Es gilt offenbar:
o n n n 2
Se(f)=Sp=2 (M—m)Ax <> (M —m)P|= ZHIIPII=2||PII :

k=1 k=1 k=1

v
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1. Wiederholung: Das Riemannsche Integral Seite9/84

2. Das Riemann-Integral fur Intervalle

Definition 6:
a) Ein abgeschlossenes Intervall des R" ist eine Menge der Gestalt
| ={x=(x1,... , x")eIR“‘ai <x'<b furl<i sn} .
b) Eine Menge P: z{l IR In} von nicht Uberlappendenabgeschlossenen
Intervallen heil3Zerlegungdes Intervallsl , wenn
n
| = kLle I
gilt.
(,Nicht Uberlappendheil3t: Der Durchschnitizweierintervalleenthalthbchstens
Randpunkte.)
c) DasMalf3 von | ist die Zahl
w(l):=[T'-a).
i=1
X2
A
b ,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,,,,,,,, I
a’ |
1 i1 > Xl
a b
Definition 7: Eine Zerlegung P ={I'1 A m.} von | heil3t Verfeinerung von
P={I1, e Im} ,wennfur alle k'e{1,..., m'| ein l€{1,..., m| existiert,

sodassl' . < 1,.

Fur jede Verfeinerung?' von P gilt:
Pl <Pl ,wo

IP|l : = max (b,'( —al‘()

e
die Norm von P ist, und
m m'
p(l)=2 u(l)= 2 u(l'y)
k=1 k=1
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2. Das Riemann-Integral fur Intervalle

Seitel(/84

Definition 8: Sei f : R">D (f)— R aufdemabgeschlossendntervall | c D (f)

beschréankt und seP eine Zerlegung vonl . Definiere:
m,(f):=inf f(x). M, (f):=supf (x)

XE I, XEIl

Die Untersummevon f bezlglich P ist

§D(f):=k§1mk(f)'”(lk)’

und dieObersummevon f beziglich P ist

S_p(f):=k§1Mk(f)'”(lk)'

f(x)

/

Beweis

a), b): Fur alle!l", auf P', existiert |, € P, mit I' . < |, , also:
M. (f)=supf(x)<supf(x)=M,(f)

und

xel, xel,

m, (f)=inf f(x)>inf f(x)=m (f)

xel, xXel,

= Behauptung.
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2. Das Riemann-Integral fur Intervalle Seitel11/84

c): Es gibt eine Zerlegung P von |, die Verfeinerungsowohlvon P, alsauch P, ist. (P

enthaltez.B. alle Intervalle mit Eckpunkten (a; ,..., a;) und (by,...,b}), wo &}, b}
Koordinaten irgend eines Eckpunkts véh oder P, sind.)
Wegen
inf f (x)<supf(x)
XEIl XEI,

gilt: Sp(f)<S,(f),
und wegen a), b)
S_Pl(f)ssp(f)sS_P(f)sSPZ(f)_

Definition 10: Sei f : R"> D (f)— R beschrankauf demabgeschlossendntervall
|l <D (f).

(1)ff x:=ff XX d (X x”):=supS(f)
helfStunteres Rlemann Darboux-Integralvon f uber l.

(Z)Iff(x)dx:=lff(x ,...,x”)d(xl,...,x”):=irF1)f S, (f)
heil3toberes Riemann-Darboux-Integralvon f tber I .

(3)Falls f f(x)dx= f f(x)d X heiRt f (Riemann-)integrierbar und
[t f f

(Rlemann )Integral von f Uber I .

Beweis Wie zu Sats.

Beweis Seien

o (L

eine Zerlegung von ; und

2 2
Pz:={ll,...,|m}

einevon |, . Dann ist

http://www.skriptweb.de




2. Das Riemann-Integral fur Intervalle Seite12/84

1 2
{Iixlji=1,...,l;j=1,...,m}
eine Zerlegung von . Definiere:
m ;= |1nf2 f(x) M := sup f (x)
xel, x1, ’ xel, X1,

Einschub Kartesisches ProduktM , N Mengen; das kartesische Produkt ist
MxN:={(x, ylxeM, yeN}.
(x,y)x(a,b)=(x+a,y+b); k(x,y):=(kx,ky) keR;

Beachte Jede Zerlegung vorl besitzt eine Verfeinerung der Form

1 2
P'={I1><Iji=1,...,l; j=1,...,m} -
Dazu ziehemandie Linien in der Abbildung,durch®, d.h. manbilde die Projektionen
aller Intervallsgrenzervon P aufdie x'-AchseauRerdendie Projektionen x’ auf die
x* -Achse usw. Betrachte dann die Intervalle
{(xl XX =X < x:‘}
f ist auf I Riemann-integrierbar= zu allen € >0 existierteine Zerlegung P der
genannten Art mit
(1) Sp(f)—Sp(f)<e.

Far alle ZEIZ- gilt:
m; < infllf(y,z)ssupf(y,z)sMij
yel, yel, '
Integriere dies Uber allg ¢ |2j :wegen
2
[Kdz=K-u(l))
]

fUIr KegR: R
m p(l))< infl ff(y,z)d zssup!f(y,z)d z<M;; u(l;)

yel, |2l AL
1
Multipliziert man dies mit (1,) und summiert Gbeli , j = wegen

http://www.skriptweb.de



2. Das Riemann-Integral fur Intervalle Seite13/84

<Z|nf [f(y,z2)dzu(l <Zsup_[f (y, z)dzu(l1

tl Dlyer | Dlyerl |
2

1
<2 M u(lixl)=5
1
Mit (1) = Behauptung, da Terme mit Integralzeichen die Unter- bzw. Obersumme von

f(ff(y,z)d z)dy

o\ !

sind.
Bemerkung
1) Sat(z von Fubini=

ff(y z)dz)dy f(ff Yy, z)dy)d

o\ . 2\ 1

falls alle diese Integrale existieren.
2) Schreibe statt

~ff(x)dx

auch
a, b,

[ff(a,b)dadb

a; b

3) Existenz von (1)
(ff(y, z)d z) ’

o\ I

daraus folgt nicht
f f(y,z)dx
|
oder umgekehrt aus Existenz von
f f(y,z)dx
|
folgt nicht die Existenz von (1).

Beispiet Sei f : R®— R definiertdurchf (x, vy, z): =x+¢e’"”.
| :={s=(x,y,z)0<x<1,1<y<2,0<z<2
f stetig = alle Integrale existieren

ff f(}f (x,y,2)d z)d(x,y)=i(i(}f(x,y,z)d z)d y)dx

0

2 1 2
[Ixz+e™ 7, dy)dx=f(f[2x+ey”—ey]dy)dx
1

0 1

1
)
0
1 5 1
[lexy+e 2 —efdx=[[2x+e - —e*+e|ldx
0 0

1
[x2+ (e'—e—e+e) x]0=1+e4—e3—e2+e-

http://www.skriptweb.de



2. Das Riemann-Integral fur Intervalle Seite14/84

Definition 13:

a) Die charakteristische Funktion c,, einer beschranktertMenge M € R" ist
definiert durch
¢, R">R, Cy (x): z{lfur Xxe M

Oflr xg M

b) Fir eine beschrankteMenge M cIR" und eine beschrankteFunktion
f:R"> R ist
1.) dasuntere Riemann-Darboux-Integralvon f auf M
f(x)dx:= f f(x)-cy (x)dx
M L (M) '
Dabeiist | (M) ein beliebiges abgeschlossenes Intervall Mitc | (M ) .

2.) dasobere Riemann-Darboux-Integralvon f auf M
[f(x)dx:=T(M)f(x)c,(x)dx.
M

3.) Falls Jfx)dx=ff(x)dx gilt, heiRt f auf M Riemann-integrierbar
M

M

und

Jf(x)dx:=Jf(x)dx (Riemann-)Integral von f tiber M.
M M
Bemerkung
1)I (M)>oM

2.)Unteres und oberes Riemann-Darboux-Integral existiert immer.
3.)Satz von Fubini gilt.

Beispiet Sei f : R - R die konstante Funktiorf (x): =1 und M die Menge
M:={(x, y)ER’0<x<1; y=0fiirxe@; 0<y=<1fir Xg Q] .

http://www.skriptweb.de
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2. Das Riemann-Integral fur Intervalle

Ya

| >

1

Wahle z.B.1 (M): ={(x, y)J0<x<1;0<y<1}.
Sei P beliebigeZerlegungvon | (M ). Dajedes |, € P Punkte (x, y) mit x€ Q enthalt

m, (f-c,)=0. Jedes |, € P enthaltPunktemit x¢Q = |, enthaltPunktemit c, =1
Mk(f'CM)=1.
=Zu(lk) = f f(x)-cM(x)dx=supka(fcM)u(Ik)=0;
k=1 L (M) P k=1
inf > M, (fe)ull)=1= Jfx)dx#[fx)dx
M M

=
—_
<
=
Il
[ERN

k=1

Bemerkung Ist M; "' M
f(x)dx=

M,UM, 1

http://www.skriptweb.de



2. Das Riemann-Integral fur Intervalle
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fd X

M
existiert (d.h. f (x)=1).
fd X

M

M hei3tNullmenge wenn
fdx=0

M

ist.

Definition 16: Eine beschrankte Meng® < R" heiRt(Riemann-)messbaywenn

hei3t(Riemann-)Mallvon M .

Beispiet Kugelvolumen:Berechne 1/8 des Volumens: Kugel um 0cR® mit 0<x<r,

O<y<r,0<z<r.

Cu (X, Yy, Z)=1fir \x*+ y*+ 7°
Sei

X
I (M):=J(x,y,z)0<{yr<r
z

<r.

7
\

{w:i(l(lchﬁ(x, y,z>dz>d y)dx=f(f

=% f[0+(r2—x2) arcsinl]d x =
0

s
—— 4

=1/2

http://www.skriptweb.de
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2. Das Riemann-Integral fur Intervalle Seitel7/84

x: Werte 0<x <r; zugegebenemx: 0< y<r’—x*; zugegebenemx, y):

0<z<Vr’—x*—y*.

Bemerkung

1.)Satz17 verallgemeinert Sat¥1.
2.), M abgeschlossen®

| UBW Sem S1ydiu IsI Yirewayren”

uyomab uesep yoIs SSnw uew UISPUOS

Beweis Sei | (M) ein beliebigesabgeschlossendatervall mit M <l (M) und
seien |, die Intervalle einer Zerlegung voh (M) und =

MP(M)::zu(Ik);NP:: Z H(lk)_

l,cM I,NM=0Q

1.) © M bezeichnelenRandvon M . Seialso p (0 M)=0 = Xo existierteineZerlegung
P von | (M) mit Np (0 M) <e
Jdx—Jdx=inf No (M) —sUpMg (M) <N, (M)~ M (M) = 2 oull)— 2 u(ly
M

M Q IO M=g I,cM
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2. Das Riemann-Integral fur Intervalle Seite18/84

= Z p(ly)=Np(oM)<e

I NoM=g

2.)Seijetzt M messbar< zujedem ¢ >0 existierteine Zerlegung P von | (M) mit
Np(M)—Mp(M)<e:

2 sup (L ey (x)) 1 (1)

xX€el,

Seien
x1:={xe6 M‘XE Y |k} , Xpi=0 M =X,

X, enthaltnur Rancgunkte der Intervalle |, = X, ist ausendlich vielen Stiickenvon
Randflacherdieserintervalle zusammengesetzDiese Randflacherhabendas n-dimensionale
Mal3 0.
= Xl) =0;

Jdx<Ng(X,) =Ny (M)=M, (M) <e

=
fdx=0
X,

und
fdx=0

Xz

Wegeno M = X, U X, und SatZl5 =
fdx=fdx+fdx=0+0=0_
oM X,

X,

Beweis

1)Aus 0(M;NM,)cd M;uUo M, folgt: 0(M,NM,) ist Nullmenge. Satz18:
M, N M, ist messbar.

2.)Satz15: f (x)=1 = Behauptung.

Zitat: Pillbox-Integration: ,Die lasseneinfachdie Hohe der Pillenschachtelrgegen0O gehen,
offensichtlich sind bei denen die Pillenschachteln so flach, bei uns sind sie héher.”

Beweis

£>05=6%|(0)>0 X = x| <6 = |f (x) = f (%) <& |[f(x)—F(x)<e

f ist gleichmaRigstetigauf D (f ), wennfir alle € >0 ein 6§ >0 existiert,dasnichtvon x

http://www.skriptweb.de



2. Das Riemann-Integral fur Intervalle Seitel19/84

abhangt und|f (x) — f (x,)| <e erfilllt.

Mit Satzvon Heine: f istauf D (f) gleichmaRigstetig.Sei | (D) ein kompaktedntervall
mit D (f)c 1 (f) = esexistiertzujedem ¢ >0 eineZerlegungP ={I,} von | (D) mit
f (x)—f(y)<e,falls x, yeD (f) undim selbenintervall liegen. Alle Punkte x € M
mit X € |, liegendaherim (m + n) -dimensionalerntervallmit demMafR p (1,)-e™ = M
l&sst sich in eine Menge von Intervallen mit dem Mal3

;u<lk)-e"‘=u (1 (D(£)))-&"
einschlieRens > 0 beliebig klein= M hat Maf3 0.

Beweis Fubini.

Beispiet Kugelvolumen

1. Schritt: n=3; p=2; q=1.Koordinaten desR®: (x, y, z)
a:=(x,y); M,:={zeR|x,y, z)e M)={z‘05 zsm}

2. Schritt: x- und y-Integral

MX={yeIR‘(x, y,z)€M , wobeiO < zs\/rz—xz—yz}={ye|R|05 ysm} ;

M ={xeR|M, #0]={xeR0<x<r}

Beispiet Kugelvolumen:n=3; p=1;q9=2:

B (M) =2 (=)

Volumen der Achtelkugel:

http://www.skriptweb.de



2. Das Riemann-Integral fur Intervalle Seite20/84
r 1 -
2 2 3
—(r"=x)mdx=—r".
3 aimax-g
Definition 23 M < R" sei Riemann-messbaund alle Komponenten g' (x) der

Funktion g : M — R™ seien aufM mtegrlerbar. Dann definiert man:

fg(x) (fg x)dx, fg ,...,fg’"(x)dx

d.h.
(x)dx

g
is der Vektor mit den Komponenten
g

(x)dx_

g'-h—r <

Beispiet

Beweis Satz15, da definitionsgemal jede integrierbare Funktion beschrankt ist.

Schwerpunkts eines KorpersM der Dichte o :
S=— f X (x)dx

mit der Masse

m= _f o(x)dx
M
Elektrisches FeldE einer Punktladung:
4
3 (X - y) ;

AT & [x — ]
Ladungsdichtep : (y)

1
E (x) = [ (x-y)dy.

AT &0 [x -y

4. Mittelwertsatze, Substitutionsregel
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4

O=2m[r(z)dz;

0

V=m[r’(z)dz

Beweis Fur g (x) >0 gilt:
inf f(y)-g(x)=<f(x)g ()<supf(y)g(X)
A-'C inf f(x); A: supf( ) =M
Sat 14(3):

g (x) dx<ff (x)dstfg(x)dx

M

d.h. es existiert eiifme [a, A] mit
ff(x)g(x)dx=mfg(x)dx_

M M

N
o1
< | X

[tx)dx=]f(x

o
<

Beispiet x'=r cosp , X’=rsing, y'=r, Y =¢;
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1 2 .
det 0(x , X9 _ det cgscp —rsing) _
o(r, o) sing r cose
Beweis Zuriickfuhren aufn = 1. Vollstandige Induktion nachm mit 1 <m <n:

Esgilt X =g' (y) mit x"’=y° fir p=m+1,...,n.
m =1 : Behauptung trivial.

a) Seijetzt x =g (y) die Koordinatentransformation mit

p
det( 29 Lo
YA
so existiert fur jedesj mindestens eine Komponentg mit
j
09'(¥) 0.
oy
Umbenennervon x-Koordinaten = j = k. SatzUberlokale Umkehrbarkeit= esexistiert
eine C'-Abbildung G mit y"=G (y", ..., x™, y""', ..., ¥'), unddie Transformation
x=g(y), x"=yP fir p=m+1,..., n kannin der Form

@12 =9" Y

X =y firi#m
) X =7 furi=m

X=g(z,...,6(¢,..,2",...,2", ... 2" furi<m
Funktionaldeterminante von (1):
p m

get[ 22 W) _29"(y)

oy oy"
Funktionaldeterminante der gesamten Transformation:
det(A-B)=det(A)-det(B)

09" (y)\_1r2M
# det[ Z9W) 1190
o ( CRY% Hl oy
wenn g aus n primitiven* Transformationenz' =h'(y); z“=y* fir alle k# j
zusammengesetzt ist.

b) Seijetzt x=H (y) eine ,primitive* Koordinatentransformatio* = yk fur alle k # j mit
oh(y g

oy
in einem Punkty e N.
Es sei | cR" ein abgeschlossenebitervall mit Kantenldngen A y*, das durch die
Hyperebeneny* = y§ =constund y* = y§ + A y* begrenzt wird.
(*) = die beiden Hyperebenen werden _ _
X'=h(y',...,y,....y): X =h(y,..,yl+Aay, ... ¥);
Maf des transformierten Intervallg” x : n-dimensionale Integration
n . Yot Ay n—
p(r):=Jd x=fx’(y)yo d" ' x
= (h (Y Y e Y=Y Y YY) d Y d R

Mittelwertsatz der Integralrechnung:
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mit <y <y,+AY.
Mittelwertsatz der Differenzialrechnung:

b (r |ah ""’y""'yn‘Ayl...Ay"...Ay”
oy
Obersumme einer Funktiorﬁ :R">D (f) ng]R ~
Ssup f(x)u (1) = X sup f (H (y) S uy).
xel, yel, 0 Yy

Dies gilt fur alle Zerlegungen vorN .
Existiert das Integral
oh( y)‘
f(x)dx=|f( —d
f [o o |[Eay,
= Behauptung
Beispiet

1. Kugelkoordinatenx* =r sin 9 cosg ; x*=rsin $sing, x>=r cos$
r=0,0<9<mn,0<p<2m

v

Bogenlanges der Kurve:
r=r(z);

(82) -(22) - (22)
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ds

— =\1+(r)
12 (r)
Oberflache:
s(z,) Z,
O=2mn [ r(z)ds=2m [(2)V1+(r)ydz
0 0
1)
x* o052 %) sin 9 cosp r cos$ cosep —r sin 9 sing
X=| x? ————==|sin9sing rcosdsing rsindcosp |:;
o(r,9,y) )
X3 cos 9 —r sin 9 0

x'=rsin9cosp ; x>’=rsingsing ;:x*=rcos$ ;
a(x, x*, x%

det =r’sin 9;
o (x, x*, x%
Kugelvolumen:
0<r<r,
Cy (X)=1fur! 0<9<n
O<p<2Tm

det=0 fur r=0und $=0, .

Satz20: n=2, m=1;

f:R"SD (f)-»R™{(x, y)e R "y=f (x)]

r=0: x=(9,¢); f(x):=r=0 (konstante Funktion)

Satz24: Kugelvolumen:

Y f : B3 an
AN dedo|dr=2m [r*|-coss|gdr=4m | =—r;
0 0 0 0 3

o (X%, x*, x°)
o(r,9,y)

r®sin ¢

2.) Zylinderkoordinaten

X*=pcos@ ; X°=psing ; X°=2z;
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cosqp —psSing O
sinp pcosep O0};
0 0 1

o(x, %, x°) _
ole. e, 2)

det=op;

Gleichung des Rotationsparaboloids:

a(x')+a(x*’-x*=0; a>0;
3

N

—
N
X

Berechnung des Volumens fir< x* < h:

hJWa2n|a(X1 N X3) h Vz/a h , h2 ot
LT seaeas Toandesamn2oa-t]
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ll. Kurven- und Flachenintegrale

1. Kurvenintegrale
Kurve: R >[a, b] - R" (Parameterdarstellung einer Kurve)

Aquivalenzklasse von Parameterdarstelluagt) ~ | (s),wennk ,le C* und d t/d s>0.

Definition 1: Sei k : [a, b] —» R" die Parameterdarstellurainerkurve, dannheitdas
Integral

" ld K (1) b\/ dKk (1)) dKk (1))
die Lange der Kurve.

a
k' (t): Komponenten vork (t) in einemorthonormierterKoordinatensystem.

Bemerkung

Arbeit = Kraft * Weg= (F , 3
Anderg sich F oder $ entlang des Wegs:

A= Z <|5i ,A§): F, (Mittelwert von F aufdemStiick A s) und A s konstantauf Weg
i=1
As

Einteilung feiner:
ErsetzeA s durch

dk

— At
dttl
LimesAt—0

& /LK, 3
A=_Z‘1<Fi,dt<')>At—>f<F,gf(t>>dt
E

Definition 2: Sei k:[a,b]—R" die Parameterdarstellunginer Kurve und
A: R"— R" einstetigesvektorfeld. Dann heif3t

{<A,dx>=fdx:=f<A(k(t)),k(t)}dt

dasKurvenintegral von A langs der Kurvek.

Bemerkung Kurvenintegralandertsichbei zulassigerParametertransformationemicht. Kurve
k (t), andererParameter s stelle t als Funktionvon s dar: t:[c,d]—[a, b],
t=t(s).Dabeimussdt(s)/d s>0 geltenfurallese|c, d].
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dk(t) o dk(t)dt\ds
<A(k(t)),dt >dt—{<A(k(t)),dt (E>(th
:f<A(k(t(s))),gz(;(S))>ds

Weitere Beispiele

D C—

Elektrische Spannung:

—fE(x)dx

Magnetische Spannung:

=fH(x)dx

Zirkulation Z einerFlussigkeitmit Geschwindigkeitsfeldv langseinergeschlossenelurve
k ist definiert durch

Z=fvdx
k

Wirkung in der klassischen Mechanik:Ta (t) Kurveim R®:

[Xpadi=] ¥ < »>dt

Teilchenx

Aus
2. ( B. . )=2-T =2-kinetische Energie

folgt:
Wirkung =2 IT dt.

Rechenbeispielelektrisches Feld:

E(x)=4 1 ﬁx x € R®

(affiner Raum)

0=lm

q<x dx)= g fdl: 9 (l_i)

me kP Syxax AT E X 4me, \ |yl ‘yo|
Yol
Nebenrechnung:
d<i) d— o
X/ _ \/;Z_EZX'dx'/dx _x,dx)
d x* d x* 2 |x|3 )(|3

Bemerkung Kurvenintegraleder Definition 2 werdenin der Literatur oft Kurvenintegrale
2. Art genannt. Kurvenintegral 1. Art: GegebenParameterdarstellungeiner Kurve

k [a, b] —» R", dann ist das Kurvenintegral JArt:
ff ‘ k(t)

mltelnemf R">D(f)>R.
Falls

dt
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dk(t)
dt
fur héchstenendlichviele t gilt, kannmandasKurvenintegrall. Art als Spezialfalldes

Kurvenintegrals 2 Art auffassen:

=0

d x .
j<A,dX=>k<m>=f A,Q =[(A, k) dt
. . k()
=J"f(k(t))%dtaﬁ(k(t))lk(t)|dt;
setze:

Ak (t):=f (k(t)-k(t)/[k(t)
Beispiet
1.)Lange einer Kurve nach Definition 1

2.)Fermats Prinzip
Zeit, die Licht auf einer Kurvek bendtigt:

_[nldk
{ndx.—{ndt‘dt
ist minimal
k:[a, b]—R"

Definition und Satz4: Ist k: [a, b] = R" die Parameterdarstellunginer Kurve, so
versteht man unter der umgekehrt durchlaufenen Kurve (,Umkehrung der
Kurvenorientierung “) die Parameterdarstellung
—k:[-b,—a]>R"; —k(t):=k(-t).

Beweis
, = "1 Ist das Kurvenintegral wegunabhangig, so definiert man fur ein beliebigesM :
u(x):=f<A,dx>’
k
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wo k eine beliebige (stliickweise stetig differenzierbare) Parameterdarstellung zwischernl
x ist. Damit gilt in kartesischen Koordinaten:

D, (h): == (u(x+he)=u(x)) =1 [ (A(K(1),d%) (e iter Einheitsvekior)
mit kK(t):=x+te: '

D, (h)==

O'—;:r

<A(k(t)),k(t)>dt=%fAi(x+tei)dt

M offen = zujedemx e M existierteinh >0 mit k ([0, h])c M.
Mittelwertsatz der Differenzialrechnun®, (h) = A' (x + £ &) miteinem & €[0, h]:

U _jim b, (h)= A (x)
0 X h—0

Stetigkeitvon A=

lim A" (x+%e)=A (X)

£-0

= aul,...,ﬂ =A
0 X o x"

M nicht (bogen-)zusammenhangend:

Fur jede zusammenhéngende Teilmenge wahlt man ein eiggnes
., <“ Ist u ein Potenzial von A, X ,X€M und k:[a,b]—>R" mit

k(a)=x,,k(b)=x,,k([a,b])c M, so gilt nach der Kettenregel: in kartesischen

Koordinaten:
b

IAdx=I<Awu»,gﬁ”>dt:}6““>

=u(k(b))—u(k(a))=u(x)—u(x,),
d.h. das Integral hangt nur vaxy und X, , aber nicht vonk ab.

dk (t)

b

d

dt=| — ok)dt
dt x—k @ dt {dt (=uu<k<t>)

Beispiele
1.)Elektrostatik:
y
f Edx
Yo
ist wegabhangig
2.)Analog: Magnetische Spannung: wegunabhéngig, soldhge0 und j=0

3)

!

A

v
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Federkonstantd=; X, =(2,2); x,=(3, 4): Arbeit X, = X, ?
Kraft der FederA : = —F X, Potenzial:

—-F
u(x):= - Ix°
Wegunabhangigkeit!

1. Losungsweg:k =k, + K, ;
k,:[0,1] - R?*; k, (t)=(2,2

—
(0,1

V=-fAadx=[F [x, & dt+f|:<x, k2>dt
=(0,1)
(

du(k(t)dk (t)

2. V=—[Adx=—[gradu(x)dx=~ v dt
d F 2 F 2
=—fﬂ(u(k(t)))dt=—u(k(t))+u(k(a))=+5(xz) -2 (x)
=%(25—8)=8,5F;

2. Differenzialformen

Definition 6: SeienV , W Vektorraume tbeK =R oder C .

a) Eine Abbildung f : V — W heiR3tlinear, wennfir alle X ,Y €V und alle
a,beK qilt:
f(faX+bY)=af(X)+bf(Y)

b) Ist g eine weitere lineare Abbilduny — W, so definiert man
(f+g)(X):=f(X)+g(X);(af)(X)=a-f(X);
Dadurch erhalten die linearen Abbildungen V — W die Struktur eines
Vektorraumslm Fall W =R heiRter Dualraum V' von V, seineElemente
Dualvektoren oderKovektoren.

c) OrdnetmanjedemPunkt p desbetrachtetelRaumes M einenKovektor zu,
spricht man von einem Kovektorfeld, einer Pfaffschen Form, einer 1-Form
oder eineDifferenzialform 1. Stufe.

Allgemeinerheil3teine Abbildung, die jedem pe& M einelineare Abbildung
V — W zuordnetW-wertige 1-Form.

Beispiet

a) TotalesDifferenzial einerFunktion F : R" — W ist fir jedes X € R" wegen X —d F (X)
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die Richtungsableitung (Werte i)
= d F ist W-wertige XForm.

b) Besitzt eine Kraft K ein Potenzial U, gilt also K =—-d U, so ist die Kraft kein Vektor,
sonderrein Kovektor. Verhaltenvon Kraften Koordinatentransformationgs.u.) = alle Krafte
sind Kovektoren (nicht-relativistischePhysik). K st die lineare Abbildung s— K (s)
= Arbeit, wo s den (geradlinigen) Weg bezeichnet.

c) In der nicht-relativistischen Physik ist die Zeit eine skalare Grol3e.
Impuls p: K=p= p ist ebenfalls Kovektor. p ist die lineare Abbildung
q— p(qg)=Wirkung.
d) Viererimpuls P enthalt als die ersten drei Komponentgn Man folgert: P ist ein Kovektor.
e) Kraft ist Kovektor — elektrisches Feld ist-Eorm (in der nicht-relativistischen Physik).

Magnetfeld H und magnetischer Induktionsfluss (-dicht®), ¢ sind weder Vektorfelder, noch
1-Formen.

Basis des Dualraums V

Sei V endlichdimensionalund sei (e,)]_, eine Basis von V. Es gibt Kovektoren
d,j=1,...,n mit
AL i) Lfur j=k
(&)= {OfUr j#k
Zu zeigen:
(d')_, bilden Basis vonv" :
d’ sind linear unabhéngig.Seien eV’ und X = X' e, €V gegeben.Dabei benutzt:
EinsteinscheSummenkonvention Tritt derselbdndex j einmalalsobererundeinmalalsunterer
Index auf, so wird Gberj =1, ..., n (= Dimension des Raums) summiert.
Linearitat von « :
x(X)=a(X'e)=X"alg)
= « ist durch die Zahlenx (€;) vollstandig bestimmt. Setze

a=a(g)d"
€R
(Summenkonvention}

a(X)=a(g)d (X e)=a(g) X' d(g)=a(g) X' s =a(e) X’

= « ist Linearkombinatiorder d’; « warbeliebig eV" = (d')]_, bildenBasisvon V"
Man nennt(d')?_, Dualbasisvon (e,)7_;.

AuBerdem:

dl(X)=X]

(X, Y)eR; Y - (X,Y) furfestes X

Satz7: Ist der Vektorraum V endlichdimensionalso sind V und V" isomorph.Ein
Isomorphismusist z.B. die Abbildung e, — d', die jedem Basisvektor den
zugehdrigen Kovektor der Dualbasis zuordnet.
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Besitztein (affiner) Raum V die KoordinatenX; , j=1,..., n, undist (e, >?=1 die zugehdrige
Basisim Punkt peV, so wird die Dualbasismit (d xi)'j‘=1 bezeichnetDie d x' sind totale
Differenziale der Koordinatenfunktioneg' .

Beispiet Polarkoordinaten. Basise; )?:1 , Im Punkt p des 3dimensionalen Raumes:
€, : Vektor in r -Richtung der Lange 1,
€, : Vektor in 9 -Richtung der Lange (nichtLange 1), anschauliche Deutung:

e,= 22~ im (p(r,9+A9,Acp9)—p(r,9,<p)),
A9$—-0
und
._0p
& =5

Vektor in ¢ -Richtung der Lange sin 9 .
Ist (b, )?:1 Basis in kartesischen Koordinaten, so folgt:

(Beispiell zu Sat4.26, dort x' statt p)
p _(pl b, + p2 b, + p3 b3>

el=__

L V(PP + (P + (P
e2=%=rCOS9COS(p b, +r cosdsing b,—rsin9b,;
e3=2—£=—r sin 3 sing b, +r sin 9 cose b, ;

Dualbasis(d p');_,

dr— p'dpl+p’d p’+ p°d p’
VPP + (P +(p°)
49 Cos? cospd p'+cos9singpd p’+singdp’.
r i)
_—sinpd p +cosp d p’ |

r sin 9 '

do

Beweis Prufe die neuen Beziehungen
dr(e)=1,d9(e)=0,dp(g)=1
nach [...]

Koordinatentransformationen

Zwei Basen(e;)]_, und (e )}_,

Kern-Index-Schreibweise j und j' unabhéangige Indizes

e =T};

inverse Matrix: T/

GegebenVektor X = X' e; unabhangig von der benutzten Basis:
X=X"e=x"e=X"Tle

(Eindeutigkeit der Basisdarstellung)
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XT=TL XM e X' =TI X!

Kovektor o = o, d’ = or; d’, wo
(d")?_, die Dualbasis von(e;)]_, und

(d")}_, dievon (e )} _, ist.

o (X)=(a d’)(x* &) = «; X! = T} X! d.h. o= o T} bzw. «; = «; T}
x unabh_'angig von der ge_wéi_hlten Basis:

* =« d’ =a; d =« T}' d’

= d' =T/ d.

BeispielArbeit: K (s)=K,;s' =K, s

K(e)=(F,g);j=1,...,m;

Kovektor entspricht Abbildung: gegebel: definiert eine lineare AbbildungK — <Y , X'> _
Vektoren: Komponenten transformieren sich wie Kovektoren: X' — X' =T}' X',

i
. > ., = - .
al O‘J Tl ‘xl

Vektorenund Kovektorenbrauchemicht unterschiedezu werden,wenn T = (T}') =(T™), d.h.
wenn T eine orthogonale Transformationsmatrix ist.

Definition 9:

a) Seien V und W Vektorraumeilber K =R oder €. Ein W -wertiger
(0, p)-Tensor t ist eine Abbildung
t: VXV X...XV->W,
die in jedem derp ExemplareV linear ist.
Lasst man W -wertig“ weg, meint man R -wertig"“.

b) Ist t auBerdem in allenp Argumenten antisymmetrisch, d.h.
t(Xl,...,Xj,...,Xk,...,Xn)=—t(xl,...,xk,...,X
so nennt mant alternierend odervollantisymmetrisch.

» Xa),

j,...

¢) Ordnet man jedem Punkt p des betrachteterRaumeseinen (W -wertigen)
alternierenden(0, p) -Tensorzu, spricht man von einer ( W -wertigen) p -
Form oderDifferenzialform p -ter Stufe.

10. Beispiele

a) Die Metrik einesVektorraumsV liefert fuir 2 beliebigeVektoren X , Y € V dasSkalarprodukt
(X,Y) = Skalarproduktist(0, 2) -Tensor symmetrisch!

b) 2. Ableitung d* f einer Funktion f : R" — W bestimmtin allen Punkten pe R" fur alle
Vektoren X , Y € R" den Wert
d' (p)(X,Y)eW=d?f(p) ist (0,2)-Tensor, d*f ist (W-wertiges) (0,2)-
Tensorfeld. Fallsf € C?: d? f ist symmetrisch.
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c) Tragheitstensor
d) Lorentztransformation= E , B bzw. D und H werdenineinandertransformiert = man
muss sie in jeweils 1 geometrisches Objekt zusammenfassen:
0 B, -B, E;
-B; O B, E,
B, -B, 0 E;
-E, -E, -E; O

0 H, -H, & D,
‘= —H, 0 H, ’D,
H, H, 0 ¢’ D,

-¢*D, D, -¢D, O

Definition 11: Sei V ein Vektorraum,s ein (0, p)-Tensor {feld) und t ein (0, q)
-Tensor {feld).
Dannist dasTensorprodukt s®t ein (0, p+ q)-Tensor(-feld), dasfir alle
A,...,B, X ,..., Y€V durch
st(A,...,B, X ,...,Y):=s(A,...,B)-t(X,...,Y)
definiert ist.

Beispiele

1) Sein=2, X=<g) undY=<$>

dx'(X)=dx'(4e +5e,)=41; dx' (g)=6);
dx'®dx*(X,Y)=dx' (X)-dx*(Y)=4-7=28;
dx*edx'(X,Y)=5-6=30;

2) Wie 10b): Stattd” f (p) (X ,Y) schreibt man:

dzf(p)(x,v)=sxf—é'“)’(kdxi®dxk<x,Y);

d*f(p)(X,Y Z)=de1®dxk®dx'(x Y.,Z)

C dx oxox C
TensorproduktWedersymmetriscmochantisymmetrisch= Wenn « , B Differenzialformen
sind, dann istx ® B keine

s®t(>l(,>2<)=s(>1()-t(>2<)

—_— —
€R €R

(0,1)-Tensorens, t
symmetrischer Teil:

%(s()l()-t(;)+s(;)~t(>l())=: s
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antisymmetrischer Teil:

%<s<>l<>-t<>2<)—s<>2<)-t(>l<))=: A

s(x)-t(x)=S+A

Definition 122 Ist s ein antisymmetrischer (0, p)-Tensor und t ein
antisymmetrischer(0 , q) -Tensor,so ist dasauere Produkt oder GraBmann-
Produkt sAt definiert als:

1 :
SAL(Xy, .oy Xpug): == %+q)s|gn(a) SOt (X, Xy (pag)
Dabei bezeichnen m (p+q) die Gruppe der Permutationender Zahlen
1,..., p+q undsign(o) das Signum der Permutatiome w (p+4q) .

Beachte Viele Autoren verwendeﬁl— statt )
p!q! (p+q)

Beispiele
1) s:=dx +5dx*;t:=3dx*;
S/\tZ%[(d X' +5dx°)®3dx"-3dx*®(dx" +5d xz)]

=g[d x'edx—dxedx|=3dx'Adx?
2) sign(1,2,3,4)=sign(3,4,1,2) = t:=dx'Adx®*+dx*Adx*;
t/\t=%[(d x'Adx+dx’Adx)e(dx Adx*+dx*Ad x4)]+(1,2 o 3,4)=

t/\t=%[d x'Adx*edxAdx*+dx*Adx*ed x' Ad x®

+dxiadxXedxAadx' +dxAdx*ed xtAd x?]#0

vgl.:

dxl/\dxz(xl,X2)=1 L

E(d Xl®d XZ) [(X11 Xz)_(xz' Xl)]zi
3) Fiur jeden (0, 1)-Tensor t gilt: t At=0, abernicht notwendigfir (0, p)-Tensoren(

p#1).

(XTI X5— X3 X3)

4) Zahlenbeispiel:
s=3dx*+5d x? (istein (0, 1) -Tensor)
t=4dx'®d x* (istein (0, 2) -Tensor)
u=4dxAdx? (istein (0, 2) -Tensor; antisymmetrisch, d.h. 2-Form)

()

s(X,)=3-1+5-2=13: s(X,)=3-3+5-4=29:
t(X,, X,)=4-4= 16 (x L X, )=4-3-6;
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u(X,, X )=4-§-d x'@d x*[( Xy, X,)—(X,, X,)|=2[1-4-3-2]
4

( X3)=_

6(3dx1+5dx2)®(dx1/\dx2)[(xl,XZ,X )—(X,, X, X5)
—ﬂ[dx ®(dx'®dx’—dx’®d x’)

—dx'edx'edx’*—dx*®dx'®d x
—dx'edx’edx']=0

+dx*edx' ®dx

frR"SR
df=2Tqx
o X

(Summenkonventioni in ¢ x' z&hlt alsuntererindex)
Koordinatentransformation:

TR SR L APV I VA BT

o X o X o X 0 X
Partielle Ableitungen von Komponenten von Vektoren oder Kovektoren sind ,kompliziert*
X, =X, ¢

X

KoordinatentransformationX' - T X'

X = (T X o= T, X'+T0 X,
62 i
=6x')¢;xk

Bemerkung Jede p-Formax lasst sich in der Gestalt
ax=c; dxXAdx A AdX

—
p Indizes

schreiben.
Beweis Zu zeigen: Alled x' A

Ad x° ( p Faktoren) bilden Basis des Raumes der p-Formen
1) Lineare Unabhangigkeit: Wendg x' A ... Ad x auf (&
Ergebnis #0 < (I,.

, .o, €,) an:
. .., m) ist Permutation von(i , ... , k)
dxX' A...AdX(e,...,e,) (mit dx'(g)=68,>dxX A...AdX(g,...,e)) #0
nur, wenn i in |,...,m vorhandenist. Also dx A...Adx(e,...,e )#0
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< (1 , m) ist Permutation von(i , ..., k) (und alle Indizes sind verschieden).

2) dx A...Ad xS spannenden Raum der p-Formen in R" auf: Wie viele total

antisymmetrische Objekte (ip Stellen) gibt es imR" ?
o ( Xy, Xp):

Definition 14: Die au3ere Ableitungeiner p -Form
t=t, dx A..Adx"
istdie (p+1)-Form

: 1ot -
dt:=  (dt, ) AdxXA..Adx= 2 LLd X Adx AL A
ik, i=1 OX

| S —
totales Diff. d. Funktiont;

Dabei ist das Summenzeichen nicht nétign /6 x' zahlt als unterer Index.

Beispiel «=«, d X' . Partielle Ableitunge;

oci?T:. &= o = ai,kH(T:-,ai),k:T:-,k o +Ti o

o [ox) _ox 5 [oxX)\ -« X
Ti' kT k i ] k K i _Tk K i
0 X 0 X 0X 0X 0 X 0X 0X

C?2-Abbildungen:

o> X
ox“ox
ist sym_metrisch ink' , i'.
62 XI K i
T = dx Adx =0
0X 0X

o (dXAdX 5o dXAdX

3 3

Ht:=)xdx=dt=>Ydx adx' =0

i=1 i=1

2) t:=x"dx*Adx’+sinx’d x'Ad X+ (x*)?d x* Ad x®
dt=dx'Adx’Adx’+cosx’d X’ Adx'Ad X’ +2x°dx’Ad x" Ad x°
=(1-2x)dx' Adx*Adx®

3) Maxwell-Tensor:

0 B, -B, E
c_[B8 0 B E
B, -B, 0 E,

-e —-E, -E 0
d F : Faktorenvond x* Ad x> A d X°
dF:<F23,1_F21,3+F31,2_F32,1+F12,3_F13,2>:2<Bl,1+82,2+Bs,s)ZZdiVB
Faktorvond x* Ad x> Ad x*:
ﬁ(Fﬂ_Fm)"‘%(FMF14)+6L(F13_F31)=2(E3,1_El,s_Bz, )

X4

~ -

2. Komponente vor- rot E — B
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d F =0 < homogene Maxwellgleichung
Fodx adx<;

dF=(dF,,)Ad xi/\dx"=(6a|:ix'j’I dx')/\d X Adx;
4) Vektorpotenzial A: B = rot A

Elektrostatik: E=d U '

Elektrodynamik:E =d U — A

Definiere VektorpotenzialA: =(A,U) = F=2d A

Fio=Bs=A;, ;- A ,=(rot A)s ‘

F14=E1=A4’1—A1,4=U ,1_A:,4=(d U _A)l

A .
dA=d(Adx)=—dx“Adx

4

0 X

Zitat: ,Mathematikist wasfurchtbar Einfachesaberdamitesnicht jeder Idiot verstehtmacht
man's furchtbar kompliziert.*

Beweis t=t, ,dx'A..AdX;

2. AbIeitungf

0%t . . 5t . .
Z ik gyiadx (Ad A ADX) =2~k (dx Ad X —dx AdX)
0X 0x 2 0x 0x

ot 02t .
_1 i]...kl _ IJ...ki dXI/\dXI
2\0x 0x 9x ox

~ -

=0 fir C? -Funktionent;
Beispiet

1) Fur f: R"— R™ist dd f der antisymmetrische Teil der 2. Ableitung
dd f =0 heil3t, dass die zweiten Ableitungen symmetrisch sind.

2) F =2d A= homogene Maxwellgleichunged F =2dd A=0

Beweis t ist unabhangig vom Koordinatensystem: _ _
t=t, dx' A Aadx=t, (dx A AdK =t (TIdx A AT dX,

Die verschiedenend x' A ... Ad x* bilden eine BasisdesVektorraumsder p -Formen.Hier
p = n: Es genugeineKombinationd x* A ... Ad X".
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= Esgenigt,t; , zu betrachten:
h .
t12...n:Ti Ty tj'...k‘ )
Term auf der rechten Seite=det(T| )-t,
Substitutionsregel:

[fx)d x=[f(x ))det(Z);)

aus der Forderung, dass alle VoluminaO sind. Falls negative Volumina gewiinscht sind:

0 X 0 X
det(a—y) statt det<6_y> )

Das motiviert die Schreibweise
[« ff JdxX' A AdX = [f(x)dx"...d X
M M

d"y

fur o<.—f( x)dx'A...AdX".

Kurvenintegrale:
1-Form o : =«; d X', Vektorfeld A

fA-dX=f<A,k>dt fa—dt— _f(x

Dkabei ist & I(olie 1-Form X — <A, X ) k

Beispiel MechanischeArbeit: Polarkoordinaten(r , ¢ ), Kraft K=ad ¢ . Weg k sei als
k(t)=(r (t), ¢ (t)) gegeben. Arbeit:

[K=[ade= [ a2Pqy,

k k

dt
Intervall dert
In kartesischetKoordinatendirfen Vektorenmit Kovektorenidentifiziert werden.Zur Berechnung

von A: Transformation in kartesische Koordinatex=r cosp , y=r sin ¢
0(x, V) :<cosq> —r sin (p) _

o(r,e@) \sing rcose
Inverses:
o(r.p) cosp sin @
— = 1 . 1 ;
d(x,y) —1-sing = cose
Nach 8:
_ _a[ 2 0@ Y 1 _2
K—ad(p—a<axdx+aydy>—a< rS|ncpdx+rcos<pdy)—r2( ydx+xdy)

i:)ieser Kovektor darf mitA identifiziert werden=
fAdx_j<A Kydt=[ a<yx (1)) dt

_f (—K2 (t) K" (t) + K (t) K2 (1)) d t

+k2()
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3. Fldchenintegrale

Zalhil dter Téidtle
Fladie Zeit

Fluss von Teilchen =

snnnnnnnnnpunfP
CLCTTTTTEELTTT =

wenn F L v

Gegsamtzahl der Teilchen durch F pro Zeiteinheit:
Flussd x d y,

F

falls kartesische Koordinaten verwendet werden.
Falls v nicht L F:
Gesamtzhhi= f Flusscosaxd xd y

F

o : Winkel zwischen Fluss und Flichennormalen.

Sei n Normale auf Fliche in betrachteten Punkt und sei N Vektor in Richtung n und der Lénge
|K[| = Flidche des Parallelogramms, das von A Xx=1 und A y=1 aufgespannt wird.

Teilchenzahl pro Zeiteinheit:
fFlus;de:=f<Flu3s,d N>dxd y
F F

N\
3

o

Definition 17: Eine Abbildung
F:R*SD (f)>R", (u,v)— f(u,v)=(x"(u,v),..,x"(u,v))
heiBt Parameterdarstellung einer (2-dimensionalen) Fliiche im R" , wenn gilt:
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1) D (f) istoffen
2) f istdifferenzierbar, und die partiellen Ableitungen
ox ax
ou’ av
sind stetig
3)
oxt ax
ou 0V
RangT, =Rang| =2 V(u,v)eD(f)
ox" ox"
ou o0V
Die Punktmenge[f (u,v)eR"(u,v)eD (f)} heiRtFlache

Beispiele zur au3eren Ableitung:
A=(A A, A, A,=U)=AdX

, o0 A 0 A 0 A 0 A
dA=dAAdX = cdxt—dxX+—d X+ ——dx' ) adx+
0 X 0 X 0 X 0 X
0 A 0 A oA 0 A
+ 2dx' +—dxX+—dx+—
0 X 0 X 0 X 0 X
0 A, aA oA oA
—( i 2)dx dx2+< = — ;)dxl/\dxgz
0 X 0 X
d x'd x> Adx® +(x2)5dxl/\dx3+<x3)2dx2/\dx3]
1 0 4
dol. 11 =[dx1/\dx2/\dx3+5<x2) dxz/\dxl/\dx3+2x3dx3/\dx2/\dx3]
1 1
[ dx Ad x? /\dx] =

1 5 (x )4)é(d x'edxX’edx’+dx*edx*edx'+dxX’edx'®ed x*—dx*®d x'®

~1(1-5(x)") (0+0+0-1-1-0)

—dxtedx’edx*—dx*edx*edx') 5

Das Minuszeichen:
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3 1
i ff(x)dx=—ff(x)dx

1 3

STa

1 3 x>
[dxdy—-[dxady=—[dynrdx

N=uXv=-vXuUu
Bemerkung

1) Die Abbildung fN\,a: u— f (u,v=Kkonst=v,) definiert eine 1-dimensionale
Punktmenge auf der Flache, die sogenannte Parameterlinie analog auch
v— f (u=u,, v). Die Tangenteran dieseParameterliniensind auch Tangenteran
die Flache, sie sind durch die Vektoren

of(u,v) und 0 f(ug v)
ou oV
gegeben.

2) Bedingung3 = beideTangentenvektoresindlinear unabhangigd.h. sie spannerdie
Tangentialebenewuf (im betrachteten Punktu, V) ).
Fir Flachen im 3-dimensionalen Raum gilt:
RN
ou oV
ist derNormalenvektorauf F im Punkt (U, V,) . n#0 wegen Bedingung.
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Definition 18 Eine Flacheim R® heiRt orientierbar, wenn in jedem x€ F ein
Normalenvektorn so definiert werden kann, dass stetig von x abhangt.

Beispiele

1) Sphére 3: Es gibt zwei verschiedene Orientierungen:nach auen unah nach innen.
2) Stucke einer Ebene: 2 verscheidene Orientierungen

3) Mébiusband: nicht orientierbar

Definition 19: Eine stickweise glatte Flache ist eine stetige Abbildung
f: R*>D (f)=R"; (u,v)—f(u,v):=(x"(u,v),...,x"(u,v)), die
eine Vereinigung endlich vieler Flachen nach Definitighist.

Beispiele Wurfeloberflache,Tetraederoberflachesw. sowie die Kugeloberflache(vgl. Satz v.
Igel).

A = FlussderTeilchen= Teilchenzahl (Flachesenkrechtlurchv - Zeit)= p-v; p = Dichteder
Teilchen;

v = deren Geschwindigkeit

Zahl der Teilchen durch Flache:

Z= i |A(x)-cosa-A F, = i (A(X),AF)

Grenziibergangn — « : Sei B der Parameterbereich varu , v) :

= of of
Z—£<A(x),dF>.—£<A(x),ﬂxﬂ>dudv,
denn
af of
ou o0V

ist der Normalenvektorauf F mit der Lange,die gleich der FlachedesParallelogrammsst, das
von
of of
au gy
aufgespannt ist. Hinreichende Voraussetzung fir Existenz des Intefratsessbaund
of _of
n=——x

ou_ av
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stetig (— Satz 1.17)

Definition 20: Sei F eine stiickweise glatte Flache di&S , dargestellt durch

X(u,v)
f.Ba(u,v)=| y(u,v)|=f(u,v)eF,
z(u,v)
B sei messbarund kompakt, d.h. abgeschlossemnd beschrankt,und F sei
orientierbar durchn = @ X of :
ou 0V

Sei A: R® - R® ein auf F stiickweise stetiges Vektorfeld.

A, dF)=[adF:= A(f(u,v ,a—fxﬂ dudv
[(AdF)=] J A )

- 5 ou o0V

oyoz o0yoz 2 0zZ 00X 0z 0X
= |1 A — + A —
"!{ <6u ov avau) <6u ov 6v8u)

OX o0y O0X0Y
+ A — dud
(au oV 6v8u>} Hav

Oberflachenintegral von A tber F.

Bemerkung Oberflachenintegralesind, abgesehenvom Vorzeichen,unabhangig von der
ParameterdarstellungSeien (u,v) und (U, V) Parametervon F. Dann hat die Jacobi-

Matrix
ou au
3= ou ov
v av
oua ov
den Rang 2. Denn nach der Kettenregel gilt:
a 1 1 1 1
)E 8)2 ox  0x ou oJu
ou oV ou oV T ?
Rang| : : =2=Rang| : : u v
n n n n ov ov
0X O0X 0X OX 50 oV
ou ov ou 0V

Ware RangJ < Z, wére auch Rang der Produktmatrix 2 (da die Bilder der Zeilen

ox X
(T“ﬂ))'

[(AdF)=

W S—

ouov o0vou ouov o0V ou ouov o0V ou

_ 1 a(y’z) 2 a<Z’X) 3 6<X’y)
—{{A detm'i‘A detm+A detm}dUdV

~Substitutionsregel”: Beachte Vorzeichen!
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A ) et 2V g gy

3(a,9)
S e R G
R IELLE
=Jé"{Aldeta(<g §;+A2detgéé”§;+A3det EE’\E;;}dadv

Beispiele:Sei D die dielektrische Verschiebung
Q=/D-dF

F
Andere Deutung: StronD einer Flussigkeit durch- .
Betrachte Kugel: RadiufRk, F sei Kugeloberflache.

X
Auf der Kugel: SeiD : am mit xe R®; ae R
Setze(u,Vv): =(9, @)

l

™ 2
Q= chot affn{ (RCOSSSln(p 0 — R?sin? 9cos<p)
00

3

X—3 (R2 cos 9 sin 9 cos @ + R*sin 9 cos ¢ sinch)} dsdo

2
+ = (R*sin®* 9 sinp — R?-0) +
= ¢ —R-0)+—

J‘g(U,V)ndUdl’;g(U,r):ZZz 1_X2_y2

1 0
of _of 0 1
[a(x, y)‘ ay‘dxdy f\/l X — Yy e X oy dxdy=
B - [ A
X
~/1—x2—y2 1 Y1—x
=f~/1—x2—y2 y dxdx—f f dydx-fo/l x> d x
1

—[xV1-x+ arcsinx]i1
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A\ 4

NS

Beachte
Flacheninhalt:

of of
Ef X

dudv
ou o0V '

da die Lange von

of of

ou ov

der Flacheninhalt des Parallelogramms ist, das von
of q o f

ou "oy

aufgespannt wird.

Definition 21/ Definition 20 | A-d F ist Abkiirzung fiir

of _of B
£<A,ﬂXﬂ>dUdV—£<A,n>dUdV
mit

Lot ot

S ou ov
Definiere 2-Form

w:=(A,n)durdv= [AdF=[w
F B

Dabei ist B der Parameterbereich varu , v) mit F ={f (u, v)|(u, v) e B}
du und dv koénnen auch Linearkombinationder d x' sein. Dann hat @ die Gestalt

w=wjkdxj/\dxk
1. Die Schreibweisef w hatdenVorteil, dasssie auchfiur 2-dimensionaldlachenim RR" mit
n >3 gilt.

2. Bisher: Flache ist orientierbar, wenn es ein stetiges Normalenvektorteld ) gibt.
Jetzt (auchfur R"; n>3): F heilRtorientierbar, wenn es auf ihr eine stetige, nirgends
verschwindend&@-Form gibt (Allgemeiner: p-dim. Flacheim R"; n> p heil3t orientierbar,
wenn es auf F eine stetige, nirgendsverschwindendeg-Form gibt. (Dies ist aquivalentzur
Definition 18, falls p=2 und n =3 ist.)
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of _of
na‘auxav‘dU/\dv
Beispiet
Kreis (,string“), der sich entlang der z-Achse beweqgt:
X(u,v)=rcosu, y(u,v)=rsinu, z(u,v)=a-t,t(u,v)=v
Gesucht: Flache, die dieser Kreis var=0 bis v=T Uberstreicht.
Im R® waredie Flache

f‘—x—vdudv

(Integral Gber die Flaché& , die von den Tangentelg—]c und g—\f/ aufgespannt wird).

of . of
Z—(- 0,0
PYY (=rsinu,rcosu, ) v

(Annahme: Koordinaten inR* orthonormiert)

F(u,v)=rVyi1+a’
T2m
[Fu,vyduardv=[ [rVi+a’duadv
0 0

=(0,0,a,1)

4. Der Satz von Gaufl}

A(a,B,A 2Z)

(0,0,4 z)

0 (Ax,0,0)

Differenz von A® an den Stellen («, 8,4 z) und («,B,0): Differenz der aus- und
einstromenden FIUssigkeit durch die obere und untere Flache

3
aA 6AZAxAyAz

(VorS|cht! Zu stark vereinfacht. Man musste Mittelwerte nehmen, siehe unten)

leferenz zwischen aus- und einstromender FIu55|gke|t durch alle 6 Flachen:
oA

a—AxA yAz+%AxA yAz+aa—AAxAyAz div AAV mit
6A+6A+6A

AV=AXAYAz;dvA:=
y 0 X oy 0z

Allgemein:
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Definition 22: Sei A ein differenzierbare¥/ektorfeldim R" mit den Komponenten
(Al o A”)T beziiglich eineOrthonormalbasis gegeben.

a) Dann ist die Divergenz von A definiert als

n

. o A®
div A: =
k;(?xk

b) Ist A speziellein differenzierbare&/ektorfeldim R®, so definiert man seine
Rotation rot A als den ,Vektor’, der in einer positiv orientierten
Orthonormalbasiglie Komponenten

(aﬁ_aﬁ oA oA oA aN)

ox* ox? ax* oaxoxt ox
besitzt.
(Beachte: Bei Koordinatetrangormation mit negativer Trangormations
determinante die Komponenten von rot A unverandert bleiben:
»Pseudovektof).

c) Der Gradient gradf einer Funktion f: R" — R ist das Vektorfeld, das fir

beliebige VektorenV € R" die Gleichung{grad f , V) =d f (V) erfilllt.
(d f (V) ist die Wirkung der 1-Fornmd f auf V.)

Beispiet

Seien in kartesischen  Koordinaten: f:=x*+y+2y und
A=(x,y)=>gradf=(2x,2y+2) ;div A=2.

In Polarkoordinatenx =r cose ; y=r sing ;

0(x,y) [cosp —rsing)
o(r,¢) \sing rcose |’

coso sin ¢
a(x,y) _Tlsincp %COS(p '

Rechne gedankenlos den Gradienten + Divergenz mit diesen Formeln aus:
f=r’+2rsinp=gradf #(2r,2x)

div A#(cos@ +r cose)

Cosp sin @
o(r,o
(grad f )Polarkoordinaten: <¥> ( 2 X ) = 1 1 ( 21 cose )

o(x,y)J\2y+2 —?Sincp 7 cos® 2rsing +2

2r+2sine 2r+2—y
r

Zcos X

2 ¢ 2?
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Beispiet

1) Die dielektrische Verschiebung D, Ladungsdichte ¢:  div D =p. Integration Uber
(messbaresM :

[divDdx=[o0dx=Q

M M

Q=[divDdx=[D-dF
M F

2) Maxwellgleichung= div H =0, d.h.:
fdivHdx=[H-dF =0

M F
(Magnetfeld hat keine QuellenMonopole)

3) Kontinuitatsgleichung:
0o
div j = 71

i Stromdlchte[A ]

m®

—

[divjdx=[]-dF = =-Q
M F

o: Ladungsdlchte[

4) In der Relativitatstheoriedefiniert man j als Vektor im RR* (nichteuklidisch!) mit den
Komponenten
(T.e)=(i". " 1", e)
Koordinaten seienx' =x , x’=y,x*=z, x*=1)

. o' 0o
d|v4J—aX —d|v31+at

5) Fliissigkeit ohne Quellen: | entspricht Strom; o: Dichte =  div,J=0:
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Kontinuitatsgleichung
Rechenbeispiele

1) Berechne
[dF (xeRr?

jxdlz=fdivxdx=3fdx=3u(M);
F M M
1

3
ox , 49X

o x" ox

2) frotAdIE=fdiv rot Adx=0
F M

div x = =3

da fur beliebige Vektorfelder gilt:
div rot A=div (A>,— A%, A", — A’ A’ — AL)

Merke: Fur C?-Vektorfelder A gilt: divrot A=0. Fir C?-Funktionen u gilt:
rotgradu=0.

5. Der Satz von Stokes

Beispielefiir einfache Vektorfelder imR?:

a) Ein Vektorfeld A mit rot A=2+#0 und div A=0: A=(—-Yy, X)
b) Ein Vektorfeld B mit div B=2#0 und rot B=0: B=(x, y)

A A

A
A

o “\
r ! > —« \ / >—>
v
/

NGV,

rot A beschreibt die Zirkulation vorA .

Beispiet im R*: F seiein Rechteckparallel zu den Koordinatenlinienmit den Kantenléangen
A X, A y. k seidie Randkurve vorF (im mathematisch positiven Sinn orientiert):
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A=(A", A?) seiein Vektorfeld.
4
Zirkulation= Y [ Ad x= [ Ad x

i=1k, k
A X

Ay
fAl(x0+>~<, Yo) d X + f A (Xg+AX, y,+y)dy
0 0

0 0
+fA1(xoi, Yo+ A y)dx+ f A (X, Yo+ ¥)d ¥

MWS der InEgraIrechnung
A X Ay

—[Al(xo—hf Vo) — A (Xg+E', Y+ A y)]A x+[A2(xO+A X, Yo+ &)= A (X, y0+f')]A y

Limes AXx,Ay—0; 0<f,8'<Ax,0<E,£'<Avy

Stetigkeit von A = —A'(X,, Y,) -

Falls A differenzierbar ist:

Al(xo+§ ' YO>_A1(X0+§I y Yot A y) A

0 A (X, Yo)

_) | ————————————————————————
Ay—0 ay

A (X, Vo) = AN (Xo, Yo+ A Y)

0

Ay

Dabei wurd?n Terme 2. Ordnungzm X , Ay vernachlassigt, die vog , £ ' stammen
Z=(—%'§‘/ AylAX+ —%A x)A y=(rot A);AxA y=rot Ad F.

Seijetzt F einebeliebigeFlacheim R® (messbar!!)Bilde Zerlegungvon F in achsenparallele
Rechtecke nach (1.6).

Beachte

An aneinanderstof3endé&tandlinienhebensich die Beitragezu den Kurvenintegralerweg, da sie
entgegengesetzt durchlaufen werden.
= [ Adx= Y [Adx

Randkurve von F Rechteckek,
Hier hebensich alle ,inneren“ Linienintegraleauf. Es bleiben die Integraleiber die ,aul3eren”
Randlinien (1x durchlaufene Linien), die sich fiir» co der Randkurve vorF nahern.=

f dXx= f rot Ad F
F

Randkurve vonF

Satz24 (Satz von Stokes) F cR® sei eine stiickweise glatte Flache mit der

Parameterdarstellung : (u, v) — f (u, v). Der Definitionsbereichvon f sei
kompakt, und f sei zweimal stetig differenzierbaf sei durch
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n o\
o0F
Beweis Wir zeigen:
of _of 0A(x(u,v) of 0A of
A, T—xZ=)= (L2 2=
rot "du oV ou A v' ou
of _of 0 of 0A oOf
A _— X — — - = _ - = *k
LA T v ou’'adv < v'ou )
A=A(X),f(u,v)=XeF
Sei
oA .
ou !
usw., sei
. X(u,v)
f(u,v)=X={vy(u,v)
z(u,v)
linke Seite von (**):
A,3y_A,22 y,uz,v_y,vz,u
A=Al zox, -z, x,
Azx—Aly XuYv=XyYu
=(A,3y_A,22)(y,uZ,v_y,vZ,u)+(Ailz_A,3x)(Z,ux,v_Z,vX,u)+(A,2x_A:,ly)(X,uy,v_)

rechte Seite: Kettenregel!
(A X+ ALY A, Z )X+ (A X+ Ay + A, Z,) Y
H(A X+ A Y Az )z (ALK A Y A, Z) X
— (AL X+ A Y H AL Z )y — (A X+ Ay A 2 ) 2

\

u

=

JrotAdF=[(rotA, f ,xf dudv=[({(A, f,)=(A, f,))dudv
F B B
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=I<L<A,fu>—i<A,fu>>dudv=f(rotA)3dudv=frotad|5=fadx
5 \ O U ' ov ' B '

B 0B

Sei

a;=<<A’ f,u>),a= 22: :i ,ﬁc|R2,d.h.(“>elf;

(A1) : v

(’} vor Satz24: Satz von Stokes gilt fiir ebene FlachEre R® =

adx.
0B

Das ist das gesuchte Kurvenintegral: Ist

te[a,b]a(i‘/((tt»

eine Parameterdarstellung der KurgeB , so gilt:
b ' ‘ du dv b df
u
= = A, f +(A,f = A =
afBadx “!:<a’<\'/)>dt £<< ’ ’“dt> < ’ th>>dt £< ’dt>Olt

Beispiele

1) Maxwellgleichung: rot E = —B . Integral tiber die Flach&
[rotF-dF=[Edx=-3 [B.dF
F oF dt ¢

2) Seien F das Halb-Ellipsoid

Y

2+—2+—2=1mitX$0

a~ b c

und A das Vektorfeld mit den Komponenten
0

( Y)

Berechne

frot A-dF

F

Sei f die Abbildung[—b, b]x[-c, c] = F cR®
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_a<1— yz_iz)%
(y,z)— b? c?
y
z
of o f . o . . .
_y und e besitzen in jeweils 2 Punkten mit =0 eine Nullstelle
Die Orientierbarkeit ist gegeben
—a y/b’
2
z
a y/b’ a z/c 1—%2—?
of of _[Vioyiv— 221 | x| Vi- yPIvP— 2216 | = .
y 02z 1 0 —a?
0 1 -
b ¢
0 2
A= —z|,rot A=|0
y 0
- of _of
dF =——Xx—d yd
oy 9z Y0
rot AdF =2d yd z
rey1- X
R b b* b y2
frotAdF=1] dzdy=2cf2,/1—?dy
F —b_c\/?%z b
ui=Y
=" 4bc-%( J1—u?+arcsin) =2bcm
Satz von Stokes: Sek die Randkurve vonF , d.h. die Kurve aufF mit x =0 : Gleichung
V', Z
F+—2=1

Elliptische Koordinaten:
- 2 72 b’cos ¢® sin’
y—bcos<p}2>1+£: ¢, Csine

z=csing b* b? c?
0
k(@)=| bcosp
csing
dk(p) _ bgn(p
: _
@ b cosp
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0 0
A=| -2)=|-csing
9 b coso

2T
bc(sinch+co§cp+co§cp)=b-c-f Ag—(kpdcp=2b0n
0

3) Seiendie VoraussetzungedesSatzes/on Stokeserfillt. Eine Flache F , die die abgeschlossene

Kurve k als Rand besitzt, liege ganz im Definitionsbereich van
rot A=0= | A-dx=0_

k
Ebenso:
~frotAd x=0
F

folgt: wenn F eine geschlossene Flache (ohne Rand) ist.

4) Seien A ein stetigesKraftfeld mit einem Potenzialund k ein geschlosseneweg (d.h.
k (a) =k (b). Satz5: Wegunabhangigkeit des Integrals
:fA~dx=frot A-dF =0

k F
wo F irgendeine Flache mik = 0 F ist.

2.5.5 Beliebige Dimensionen

Sei A einVekorfeld,dasin kartesischenKoordinaten die Komponenten( A", A”, A%)" besitzt.
Dann kann das Kurvenintegref A-d x in der Form [ w mit
3
_ gy = j
w = j; A d X kart. Koord. Aj d X
geschrieberwerden.(Dabeiist (d xi)?zl die Dualbasiszu (ej)le, die durch die kartesischen
Koordinaten definiert wird.)

k j .
(1) dw= Z;; A «dx*Ad X' Dieser2-Form wird der ,Pseudvektor* rot A ="' A&
J ,

mit demLe\/i-Civita-SymboI & mit den Komponenten

- 1, falls k j I eine gerade Permutation von 1,2,3 ist
e =1_-1 falls k j | eine ungerade Permutation von 1,2,3 ist
0 sonst

zugeordnet.

In (1) steht rot A senkrechaufderFlache F, wenn d w (ber F integriertwird: Wahlez.B. in
einemPunktvon F €, €, tangential = € =€, ist die Normale.DiesesKonstruktist in jedem
Punkt von F mdoglich:

Ae o AdxX=AdX =w
dw=A dxXAdXx « A g
Statt

fAdx=f<rotA,dl3>

oF F

schreibe:
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In kartesischen Koordinaten bewiesen.
Da unter den Integralen nur Differenzialformen vorkommen, ist diese (2) unabhangigvom
Koordinatensystem.

Seijetzt o« : = «;, d X' Ad X 2-Formim R®. Ordne ihr den ,Vektor*

B:=¢'""w, g (3)

dx=da;,  dx Adx Ad x":%(an,ldxl@d XedxX — o, ;dxed Cedx’+..)
= (Cyg 1+ 0y 1+ 0y T 03 0, s+ 0y o) dX Ad X Ad X =divBdx AdXx Ad
Gaul3:

[ B-dF =divBdx

oV \Y

schreibt man als

(2): gilt fur 1-Formen w , (4) fir 2-Formen«x
(4): gilt far beliebige( m —1)-Formen B, wenn M eine m-dimensionalerientierbareFlache*
im IR" mit einer stetig differenzierbaren Parameterdarstellung ist8irgtetig differenzierbar ist:

6. Integrabilitatsbedingungen
E=gradu DGL

Definition: M < R" heiRt einfach zusammenhangendfalls sich jede geschlossen
Kurve k € M auf einen Punkt zusammenziehen lasst, olMezu verlassen.

@D

Beispiet
— Kreisscheibe: einfach zusammenhangend
— Kreisring oder allgemein ,Flachenstiick mit Loch*:
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Lasst sich nicht zusammenziehen, ohne Uber das Loch zu kommen.

— Torus:nichteinfach zusammenhangend

sowohlRing entlangdesgrofRenRadiusals auchRing entlangdeskleinenRadiuslasstsich nicht
zusammenziehen

Beweis

1.) Ist das Kurvenintegral wegunabhdngigso existiert nach Satz5 ein Potenzial u mit
A=gradu. Aus rot A=rotgradu =0 (s. Rechenbeispiezum Satz von GauR3)folgt die
Behauptung.

2.) Sei rot A=0. Eine beliebige geschlossen&urve k c M lasstsich wegendes einfachen
Zusammenhangs voM als Rand einer Flach& c M auffassen. Daher gilt mit Stokes:

fAd x=frot A-dE =0
k F
d.h. jedes Kurvenintegral voi\ ist wegunabhangig.

Beispiet M c R”: ,Punktierte Ebene“:M = R” — {0} . Fir
1 _
A(X, = y
=z (V)
gilt: rot A=0, aber fir den Kreisk mit Radius 1 um Null:

k-t ([COSty A_(—sint
sint/)’ cost

2 2
[Aadx={ —sint 9% {cost 4V dt=J (sifft+codt)dt=2m#0
) ) dt dt 0

http://www.skriptweb.de



Seite58/84

6. Integrabilitatsbedingungen

Aharonow-Bohm-Experiment:

Elektronen- C

quelle
abgeschirmtes
Magnetfeld

UTITRLS

=0
da k# 0 F fiur eine ganzinM liegende FlacheF .

Satzb, 27 =

Beispiet 2. Maxwellgleichung:rot E = —B : Potenzial existiert= B ist zeitlich konstant.

R
D

[Adx#0=[rotAdF=[B-dF
k F F

Beispiele
1) M cR®, w ist eine 1-Form.Wie in 25(1) ordnenwir w ein Vektorfeld A zu. In 25:
dw =0 rot A=0. Lemmavon Poincaré: rot A=0= esexistierteine Funktion « mit
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w=d «.Wiein 25kann A mit grad « identifiziert werden.Hier ist dasPoincaré-Lemma
gleich Sat28.
2) M cR®, w sei2-Form. Wie in 25 ordnet mam den Vektor
B=¢'"! Wiy g
und d w die Funktion div B zu.29 = Esexistierteinel-Form o« mit w =d . Ordne «

das Vektorfeld A und d &« das Vektorfeld rot « zu. Poincaré-Lemmaeabedeutethier:

div B=0= es existiert ein VektorfeldA und B =rot A.
Anwendung: Maxwellgleichung: div H =0 = es existiert Vektorpotenzial A mit

H=rot A.

Bemerkung ,sternférmig* nic=h>t<= einfach zusammenhangend.

jrotEdF=—deF=—g—t¢.

Beweis mit Hilfe des Mittelwertsatzes.
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lll. Gewdhnliche Differenzialgleichungen

1. Bezeichnungen
GegebenFunktion f : R“*?> > R oderC*** - C.

Definition: Die Gleichung

@ f(x,y,y,..,y¥)=0,xeR, y: R>R
heil3t Differenzialgleichung (DGL) der Ordnung k, f die gesuchteFunktion
X = y(x).

Ein vy, das (1) erflllt, nennt mabhdsung oderintegral der DGL.

Oft sind mehrere DGL gleichzeitig zu behandeln: Sei zvBein n-Tupel von Funktionen gegeben:

VIX) = (v (), ..y, (x))T

Betrachte: f, (x , v, V' ,...,vV¥)=0; i=1,..., m.

Dies heil3implizites DGL-System

EineDGL derForm y*' =g (x, vy, v, ..., ¥*") heiBtexplizit, wahrend(1) implizit genannt
wird. Entsprechend:

v (K)=f (x,v,v,....,v¥") i=1,..., m heiltexplizites System von DGL

Hier: x€ R = gewohnliche DGL Falls x € R = partielle DGL .

2. Der Existenzsatz von Peano

Geometrischeldee des BeweisesSei y(X)€ R, undsei g=g (x, y) im Bereich [x| <o,
ly| <o stetig. Ferner seiy (0) =0

T

Y Y2

-

Steig= 0
9(0.0)

Teile das Intervalll0, ¢] in n gleiche Teile ein und trage im Punkk , y) =(0, 0) eine Gerade
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der Steigung g (0, 0) an. Ihr Schnittpunktmit der Geradenx =¢/n sei (¢/n, y;). In diesem
Punkttragt man eine Gerademit der Steigung g (e/n, y;) anusw. Die Kurve wird fortgesetzt,
bis man an die Grenzen des Bereighs< o, |y| <o kommt.

Zu zeigen: Dieses Verfahren konvergiert fiir— o und liefert eine Lésung der DGL.

Zwei Hilfssatze

Definition 2.2 Sei F eineMengevon Funktionen[a , b] - R . F heitin X, (bzw.
in [a, b]) gleichgradig stetig, wennzu jedem € >0 undzu X, (bzw.zujedem
X,€la, b|)ein 6 =5 (e,x,) existiertmit |y (x)— y(x,)| <& furalle yeF
und alle x mit max(a, Xx,—&)<x<min (b, x,+6).

Wesentlichist dabei, dassein 6 =6 (¢, X,) fur alle yeF existiert. y kann auch eine
vektorwertige Funktion sein.

Definition: Eine Menge M heil3tdicht in einerMenge A, wennin jederUmgebung
U jedes Punktesx € A ein Punkt pe M liegt, d.h.:
V V 3 |[x—pl<n.
XeEAn>0 peM
Hilfssatz 2.3 Ist die Folge Y, , ¥,, ... im Intervall [a, b] gleichgradigstetigund
konvergiertsie in einer Punktmenge M , die in [a, b] dicht ist, so konvergiert
diese Folge im ganzen Intervall, und zwar gleichmafig.

Beweis Seiein ¢ >0 gegebenDannlasstsich nachDefinition 2.2um jedenPunkt pe M eine
offene Umgebung
U,: z{xe[a, b]Hx— pl<é (e, p)}
konstruieren.
Diese Umgebungentiberdecken [a, b], denn M liegt dicht in [a, b]: Wahle in der
Definition der Dichtheit n: =6 (¢, p), also |[x— p| <& (¢, p). Das bedeutetdasses zu
jedem xe|a, b] in p gibt, von demeswenigerals n entferntist. = x liegtin einerder
UmgebungenU ,,.
Kompaktheitvon [a, b] = esexistierteine endlicheTeilliberdeckunglieser (U p} , etwa
(U,,...,U,].

Es qgilt:

(*) reiN x mit‘;v:pjké ‘yr <X) B yr ( p)‘ <€ !

dabeisindp, , ..., py diezu U, ..., U, gehorigen Punkte.

Nach Voraussetzungronvergiert y, ( p) fur alle p€ M, alsospeziellauchfur p;, ..., pc. K

ist endlich = 3 eine gemeinsame Schranké € IN mit
*) |y, (p,) = ye(p;)|<e falls r, s=N.

Sucht man fir jedex € [a, b] ein U; mit x€ U, so folgt aus (*) und (**):
Y I () =y (0l = [y () =y (ol + s (py) = Ve ()] +[ys () = Y (x)[ <3 e
Bemerkung DieserSatzgilt auchfiir vektorwertige=unktioneng : R — R", dennder Beweis
l&sst sich fur jede Komponente getrennt durchfiihren.
Beweis = F muss nicht notwendig abzahlbar sein; es gilt auch:

http://www.skriptweb.de



2. Der Existenzsatz von Peano Seite62/84

Beweis Man bilde eine abzahlbareim Intervall [a, b| dichte Mengevon Punkten X, , X, , ... .

Da VY, (X), Y,(x),... insbesonderein X, beschranktsind, existiert eine Teilfolge
Ye,» ¥, »---, die fir X=X; konvergiert.Nach Voraussetzungst auch Y; , ¥, ,--- in X,
beschrankt=es existiert eine Teilfolge hiervonys » Ys » ---, die in X, (und X, ) konvergiert.
Fahre fort fur alleX; .

Y, (X), ¥, (X), ... konvergiertinXx,,

Ys, (X), ¥s (X), ... konvergiertinX, , X,,

Y, (X), ¥, (X), ... konvergiertinX, , X, , X,

wo jede Zeile eine Teilfolge der vorhergehendenist. Bilde die Diagonalfolge (1)
Ye.» Ys o Vi, v ---, sie konvergiert fur jedes X, da sie abgesehervon den ersten k —1

Gliederneine Teilfolge der k-ten Zeile ist. = (1) konvergiertauf einerin [a, b] dichten
Punktmenge Hilfssatz2.3: Die Funktionenfolge(1) ist auf dem ganzenintervall [a, b]
gleichméalig konvergent.

Beweis Naherungslosungen: Zerlede , U + ¢] in n gleiche Teile.
Teilpunkte: U=Uy <, ¢ ... <U,=U+ o, d.h.
n(u,—u,_,)=p furalle j=1,...,n.
Zu diesen Teilintervallen werden Funktionen definiert:
1) Fir x<u sei y, (X)=Y,.
2) Ist Y, (x) schon fiir x < u; definiert, so setzt man:
(1) Yn (X) =Yy (uj) +(X _uj) g (uj v Yn (uj)) far uj <X=< Uj+l

Dannist u, auch fur X <u,_, stetig.
Konstruktion furalle j=0,... ,n—1:
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@ Z,(x):=y,(x)=g(u;, y,(u;) furuj<x<u;,,,0<j<n-1
Z,(u):=g(u,Y,

Dabei ist an der Stelley; . ; die linksseitige Ableitung zu nehmen.

1) =

(3) yn(x)=Y0+on(t)dthr USX<U+op.

Ist A das Supremum vorg (X, y)| , so ergibt sich aus (2), (3):

@) |y, (x)| <Y +e A und

) ‘yn (X2) = Vi (X1)| = |X2 - X1|'A

RechteSeitevon (5) ist unabhangiyon n = Voraussetzungevon 2.5sinderfullt. = 3 in der
Folgevon Y, (X)(X), ¥,(X), ... eineTeilfolge Yi, (X), ¥, (X),..., diefur usx<u+p
gleichmaRiggegeneine Funktion Y (x) konvergiert. Y ist stetig, da jedes Y, stetig ist.
AuRerdem:Y (u)=Y,, da

VY, (u)=Y,.

Zu zeigen: Y ist Losungder DGL. Bei gegebenemn gibt eszujedem x€[u, u + ¢| genau
ein j mit Uy <X<U;,;; U;,;—U =¢/n,

Fur n-—o  konvergieren daher die U; gleichmallig gegen x, denn
lu; — x| <|u; —u,_y|=e/n. Die Schrankeg/n ist unabhangig vorx (5) =

(6) ‘yn (X)_ yn (uj)‘ SQ/n A.

Satz: ,Eine stetige Funktion ist auf einem kompakten Intervall gleichmalig stetig.”
WegendiesesSatzesundwegen(4) und x€[u, u+o] , [Y (X)|<|Y |+ e A folgt: Furalle
¢ >0 existiert ein 6 , das unabhangig vox (und von n) ist und

(M) 9(x,Y (x)=g(u;, Y, (u))<e

far [x —u|+|Y (x) =y, (u;)| <& erfillt,

Zu zeigen: [x —u | +|Y (x) —y, (u;)| = O fur n — 0. Dabeibeschrankmansichauf solche
n, die in der Folgek, , K, , ... enthalten sind, fir diey, konvergiert.

‘X_uj‘+|Y (X)_ yn<uj)‘S%+|Y (X)_ yn<x)‘+|yn(x)_ yn(uj)|

6) = Yo (X) =y, (u)) <A

Y, konvergiert gleichmafig gegent = fir alle ¢ >0 existiertein N € IN mit[...]

Fir n — o gehtdies — 0, d.h. 6 in (7) wird beliebigklein fir n -« . 6 unabh&ngigon
x, d.h. (sieche z,(x)=g(u;, y,(u;)) (2)) konvergiert gleichmaRig gegen
Z(x):=g(x,Y(x)).

(3) =>Y(x)=YO+IZ(t)dt=YO+Ig(t,Y(t))dt fir usx<u+p.
Differenzieren= Y erflllt DGL. g.e.d.

Zur Erinnerung:

1) Sei { f,} eineFolgevn FunktionenR 2[a, b] - R, die stetigdifferenzierbarsind. Sowohl
[f,} alsauch{f . konvergieren gleichmaRig. Dann gilt:

<Iim fn(x))' = lim f_(x)

n— oo n— o

Hier flr nicht stetig differenzierbar.
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2) Sei (.} eineFolgevon stetigenFunktionen R 2[a, b] - R, die gleichmaRigkonvergiert.
Dann gilt:
b

f(lim fn(x))dx=lim [ f,(x)dx

a

n— oo n—)ooa

Beweis Definiert man fir |y —Y o> b
y—=Y,

g(x,y):=g|x,Y, +b‘ _Y‘)

0

yO*(

Yo

v

so gilt fur [x —u| < «, y beliebig:
1) g ist definiert

2) g ist stetig

3) g (x, y)[=A(x)

Satz2.6 = Es existiert eine Losungy (X) fir u<x<u+a mit y(u)=Y,.

Analog: g (—x, y) erfillt fir —u <x <-u+ « die Voraussetzungon Satz2.6 mit —u statt
u. Seiin diesemintervall y die Lésungvon y(Xx)' =—g(—x,y) mit Y(—u)=-Y,. Dann
ist y(x):=-y fir u—a<x<u definiertund erfilllt y(u)=Y,. An der Stelle u geht

dieses y stetigdifferenzierbaiin dasobendefinierte y Uber,da g stetigist. Insgesamist also
y (x) im ganzen Intervall|x — u| < « definiert, und es gilt:
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X

[g(t,y(t)dt

u

C'ﬁx

ly(x) =Y = <[lo(t, y(t)ldt<[A(t)dt<b,

d.h. die Lésungy bleibt fur [x — ul < « ganzim Bereich|y — Y <b.

Beweisvon Satz2.1: G ist offen. Folglich existiert um jeden Punkt (X9, Y, €G eineoffene
Umgebung [x —u| <a, |y—YO\ <b, dieganzin G liegt. Wahleein a<a und b<b und
wende Sat2.7 an. Beachte, dass sich 0.B.d.A. stets integrierbar (z.B. stetig) wahlen lasst.

Beispiel wenn keine Losung existiert:

g(x,y)=g(x)=]1fUrxeQ
0 sonst

.

|

3. Eindeutigkeit

Beispiet y' =2+[y| erfillt auf R die Voraussetzungvon Satz2.1. Sie besitzt folgende
Losungen durchH0,0),d.h. y(0)=0.

(x —a) furx>a>0

—(x—b)Yfirx<b<0

AuRerdemisty (x) =0 Losung.

.

Unendlich viele Lésungen durchu , Y) .
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Beweis Sei x€[x,B] mit u—a<a<p<u-+a«, und seien Y, (X) und Y, (X) zwei
Integrale der DGL durchiu, Y,) . Dann gilt wegen (1)

[o(t, () =g(t,y (1)} dt

f|y2 ‘dt @

Aus yl( ) yz( u)=Y, folgt:
lim Y2(t)_Y1(t)=|im{Y2(t)_Y2(U)_ Y1(t)_Y1(U)}

X

<[l (t, y,(t)—g(t, y (1)]d

u

‘yz(x) - yl(X)| =

t—u - t—-u t —Uu t —u
=y, (u)=y(u)=g(u,Y,) —g(u,Y,) =0 (3)
= Existenz des Integrals (2) gesichert (fiir- u).
Y, (X) =y, (X)
3 _|
@) = f(x) - X — U
wird durch f (u): =0 zueineran u stetigenFunktionerganzt. f ist auf [« , B] stetig =
f nimmt auf [, B] ihr Maximum M an. Dies seiarx =€ .
Annahme M >0. Da f(u)=0,folgt € #0.
2) = | Y2 (€ _ —~ Y1 (§) B i
| z u € —ul
Also war die Annahme falsch, d.hMl =0 und somit y, (X) = Y, (X) .

M € —u|= M Widerspruch!

Beweis Nur nochdie Eindeutigkeitzu beweisenBeginneam Anfangswert(u , Y ) . Hilfssatz3.1
= Eindeutigkeit in derjenigen Umgeburlg von (u, Y,), in der (1) gilt.
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AnnahmeEsexistiererzweiLésungeny; , Y, mit Y, # Y, , aber Y, (X) = ¥, (x) fir xeU.
Also gibt es einX, mit:

1) Y, istin einer Umgebung vorx, definiert
2) Y, (Xo) =Y (Xo)
3) Zu jedem 6 > 0 existiert ein X, mit Y; (X;) # Y, (X;) und \xl - xl| <6

In G gilt: Yy, ist Losung der DGL= Y; ist differenzierbar= y; ist stetig.

Sei U, die Umgebungvon (X,, ¥, (X)), in der (1) gilt. Stetigkeitvon Y;: kann X; so
gewahlt werden,dass (X, , ¥; (X)) und (X;, ¥,(X,;)) in U, liegen. Hilfssatz3.1 =
Y: (X;) =¥, (X;) Widerspruch!

Also war die Annahme falsch.

Definition 3.3 Ist eine Funktion g: R"**2G — R" in einer Umgebung G eines
Punktes (X, , Y,) € R X R" definiert und erfllt dort die Bedingung
‘g (x, yz)_g(X’ 3/1)|S M "yz_ y1| .
so sagtman, g erfillt im Punkt (X,, Y,) eine Lipschitz-Bedingung mit der
Lipschitz-Konstanten M.

Wichtig: Lipschitz-Stetigkeit:|g (z,) —g (z,)| < M |z, — 2] .
Die Lipschitz-Bedingungmuss fir alle (X, y;), (X, Yy,) in einer Umgebungvon
(Xq, Yo) erfullt sein.
g: R""'2G — R" erfilllt eineLipschitz-Bedingungn eineroffenenMenge G, wenn

g eineLipschitz-Bedingungn jedemPunktvon G erfillt. Dabeidarf sich die Lipschitz-
Konstante M von Punkt zu Punkt &ndern.

Die Lipschitz-Bedingungst alsostetsin einemPunkt (X, , Y,) erfiillt, wenndie Komponenteng,
von g in einerUmgebungvon (X, , Y,) stetigepartielle AbleitungemachdenKomponenten Y,
von Yy besitzen.

00, . 09, 3} L
stetig = beschrankt in einer Umgebung vde, , Y,) , etwa
0 Yk 0 Yk

00
‘ 9 <N furalle i, k

0 Yy

= |gi (X, ¥2) =0 (x, y1)|=|f (1)_f(0)|=

z 09 (x,y +c-t)
j

<N Y c|<Nn-c=Nnly,-y|

j=1

C. dt
c=(cl,<]‘. e 0 yj

Oc‘;l—'

=g (x, ¥2) =g (x, y)l<n*N|y,~y],
d.h. die Lipschitz-Bedingung ist erflllt, went g,/ 0 Yy, fur alle i, k existiert und stetig ist.
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Beweis Sei (X, , Yo) € G. NachVoraussetzungxistiert eine UmgebungU von (X, , Y,), die
durch [x — x| <a, |y — Yo <a und eine Konstantev definiert wird, so dass

9 (X, ¥,) =g (X, y)|<M |y, — v
furalle (x, y;)eU ,i=1, 2 gilt.
= Fdur alle Punkte vonJ , die

X — %¢| < Min (a : ﬁ)
erfillen, gilt:
[x=x-lg (x, y,) =g (x, yﬁlﬁ% M |y, = yil =]y, = il -
Also sind die Voraussetzungen von Hilfssat2 erfuillt.
Geometrische Deutung der Lipschitz-Bedingung

Zwei verschiedene Lésungeyt , y> (n Intervalle) mit Schnittpunkt bei’ .
AR AL 1

o (U, v (u) —glu, Yi(u)|~ ™M’
falls g die Lipschitz-Bedingung mit der Konstantevl erfullt.

‘X* - Ui|

Wahlt man daher u;.; — U, <1/M, so schneidensich die Geradenstiickeu verschiedenen
Lésungen nicht (im Intervalu, <X <u,,,).

4. Stetige Abhangigkeit der Losungen von den Anfangswerten und Stérungen
y=g(x,y)undy' =g(x,y)

Beweis (1) =
@ (x)

<y (x)

v+ [ (u)y(u)du

Xo

Integrieren:
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In (V+}(p(U)l[J(U)dU)—|n vsjfw(u)du

Xo Xo
mit (1):

X j.w(u)du
(p(x)sv+f<p(u)w(u)d usv-ev

Xo

Beweis Beide Losungen erfillen die selbe Anfangsbedingunag.

y-y=J(g(u,yu)-g(u,y(u))du =

ly—vyl<flg(u, y(u)—g (u,y (u)ldu

<[lg(u, yu)—g(u,y (uldu+flg(u,y (u)-g (u,y (u)ldu

<M f|y(u)—y*(u)|du+g-s.

Hilfssatz4.1:
ly—yl<eoe'e.

Beweis
Definition = z(X): =y (X)—n +n= z(x,)=n
=y =g(x,z+n —n)=:9g (x, 2)
9" (x, 2) =g (x, 2)|<M|n"—n|<M-e
= mitSatz4.2: |z—y|<Mege”?; X, <X<X,+g;
y = yl=ln" =nl+l —nl<e+Mepe'i=c(1+Moe"?)

<|z-vy] <e
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- T

,ZU jedem € > 0 existierteiné >0, so dass ...“

5. Einige elementar Integrationsmethoden von DGL 1. Ordnung

a) Exakte DGL
(1) g(x,y)+h(x,y)y=0

In diesem Kapiteb istimmer x , y€ R (aul3er wenn explizit das Gegenteil gesagt wird).
Falls eine stetig differenzierbare Funktidh existiert mit

oF (x, oF (x,
18 S g (x, ) FE XY nx, ),
dann heif3t (1gxakte DGLund F Stammfunktion. Diese Namen kommen von der Form von (1)
g-dx+h-dy=0.

Falls (1) exakt ist, folgt:

oF
dF =—
0 X
(1) = Fdrdie Losungeny ist F konstant.

oF
dx+6_yd y=gdx+hdy=0

Beweis

1) I1.5, 11.27 = Ist G zusammenhangenghd einfachzusammenhangen@nd offen): DGL
exakt < zu g und h existert F mit gradF =(g,h)e=rot(g,h)=0
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= (oh)/(ox)=(ag)l(oy)=

2) Differenziation von g’ )= mit (2):

6F_ 0g(x,t) _
~=9(x, xo+f—at dt=g(x,y).

Yo

Analog: (6 F)/(é y)=h= F ist Stammfunktion.

Bemerkungen
1) Kurvenintegral... ist wegunabhangig< es existiertein Potenzial u: A—- R, u
stetigdifferenzierbarin A, K =gradu. F ist hier einesolcheFunktion u, d.h.(3)
ist wegunabhangig.
2)Ist F zwelmal stetlg differnzierbar, dann ist (2) notwendig;
og_  o°F _ 0°F _dh
6y 6y6x axay 0x

Beispiel Ist

og _ 9(2x+Y)
(2x+ Yy +2 =2
X d x >;ydy 0, Ty 3y y

exakt?
oh 0(2xy)

X - Ix =2 y= DGL exakt.

1. Methode:
BerechneF mit (3) mit y, = y(yxo) .y daraus durch Auflésen volr nach vy.

F(x, y)=f(2x+y2 dx+f2x ydy=x"—x2+X%, V5.

Xo
x+0y2

F(x,y)=0=y=

fur x #0.

2. Methode: Berechnung vonF durch Integration von (1a)

gi—2x+y2=>F—x + Yy +C(y).
Eingesetzt in

oF

—=h=2xYy:

oy Y

= a((.;,(yy) =0= C ist konstant.

F (X, YO)=02C=_X§_X0 yg-

b) Integrierender Faktor
Oft ist die DGL g (x, y)+h(x, y)y =0 nicht exakt, wird aber nach Multiplikation mit
M =M (x, y) exakt. Dann hei3tM integrierender Faktor oderEulerscher Multiplikator .

4 M-g+M-h-y' =0
soll die selbe Lésung wie (1) besitzess M #0, und M soll den gleichen Definitionsbereich wie
g, h besitzen.
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o(M-g)_9(M-h)

(4) exakt = 3y 5 x oder
o M 0g o M oh

+ = + M —
(S)fay May hax Max

PartielleDGL; i.A. schwierig!! Aber einigeSpezialfallesind einfach,z.B.wenn M = M (x) oder
M=M (y).

Beispiele
1) M=M (x).
®) =
oM 0g dh
0g _ , 0M 0h oX 0y O0X
May_h ax TMaxT M T h
Diese Gleichung ist furh # 0 l6sbar <
09 _0oh
oy 00X
h
nur von x und nicht von y abhangig.
2)
2 . 0g oh
+ =0,—==2y#*—=2
3; e A FE
= DGL nicht exakt, aberM = M (x) liefert Euler-Multiplikator.
M, 9g,-h, 2y-2xy 2-2x _ _ . OM
Vi h = Zy =T fir x#0; M ,:= eVl
2 2
In M+ const=—2 —In x; M =K e * =£2ex;
X X
Probe:
2
K .x.
(M.g),y= y?e 1

Gilt
og_oh L 0g__ah
0 X ay””day ax()
(diese Gleichungen beschreiben regulare komplexe Funktignem h), so folgt:
M=— ! 2
g°+h
ist integrierender Faktor.

0 rdt
{g(x)dt=yom

Existenzsat2.7 = Losungskurveny (x) endennicht notwendigan X; mit y(x,)=0. Alles,
was fur die Existenz nétig ist, ist digtetigkeitvon g und h.

Beispiele
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1) y'=y/x fiur x#0 mit y(Xy)=VY,.Ist Yo =0 (fiir X,#0), dannist y (x)=0 die einzige

L?sung. Flr yo > 0 folgt:

fﬂ — | dx
Yo y Xo X
Fir X,>0, x>0 ergibt sich:
Yi_nlX
In =In .
Yo Xo

Man priift sofort nach, dasy = ( Yo/ Xo) X auch fiir y <0 und fir x <0 eine Lésung ist.

2) y' =y.AuRerderLésungy (x)=0 (fur y,=0) existiert y=1y, € ™.

c) Trennung von Variablen

6) y'=9g(x)-h(y),

wo g (x) fir a<x<b und h(y) fir c<y<d stetigist. SucheLésungmit (X,, Yo), d.h.
Y(Xo) =Y.

Falls h(y,) =0 ist,ist y(x)=Yy, eineLdsung.Ist h(y) stetigdifferenzierbarso folgt aus

Satz3.4, dass dies die einzige Losung durchy , Y,) ist.

Ist h(y,)#0,ist h(y)#0 in einerUmgebungvon Y,, da h stetigist. = h dort monoton
= g (x)—y'/h(y)=0 istexakte DGL. L6ésungen aus S&t4:

y

_(9dy_
;[g(x)dx__)!;h(y)

Monotonie vonh = nach aufldsbar.

I\/éerkregel: d
x9Ny = [T =g dx.

d) Ahnlichkeits-DGL
Sie hat die Form

"V Y.
y g<x>,x¢0

Definiere u: =y/x= y'=u+x U oder
ul .zg(u)_u (*)
=

Dies ist eine trennbare DGL.
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Beispiet
Xty
y Xy

Fir x#0:

1+¥ y
ey
1-Y X

X

X g(u-u 1+u—u+u? R
1—u

In |x| = arctanu —% In(1+u®)+C;

In [% V14 u2] = arctanu; ( VX + yz) arctan;

Polarkoordinaten:

r=\/x2+y2,tancp=;y;

r
n—=¢,r=ce’
C

logarithmische Spirale:

20

)
—

-20 20

e) Weitere DGL |

y,:f<ax+by+c)mt
xX+By+y

a b
X

#0:

Falls ¢ =y =0: Ahnlichkeits-DGL.Bedeutetdassdie beidenGeradena x + b y+ ¢c=0 und
xX+pBy+y=0in (0,0) schneiden.

Da

a b
x B
schneiden sich die Geraden auch fiiz 0 und/odery # 0. Der Schnittpunktsei p, q) .
(7)) ap+b+g+c=0undx p+p8q+y=0.

#0
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Die Transformation
B) u:=x—p;v:=y—q liefert wegen (7):
=0 wg. (7)
f<ax+b y+c>_f au+bv+ap+bg+c =f<au+bv)
aX+Byty xu+pv+apt+tpqgty xu+pv
=0

v

dv _dy
®=au=ax
Daher geht die DGL

y,=f<ax+b y+c)

xX+By+ty
Uber in die Ahnlichkeits-DGL
112 au+byv
du xu+pv)’

f) Weitere DGL Il

y,=f<ax+b y+c)mit a b

‘=o
o« B

xX+By+y

Sind hier B=0 und b=0, soist f nur eine Funktionvon x und die DGL ist elementar
integrierbar.

SeinunB #0. Definierev: =ax+p y+y=(dv)/(dx)=a+B Yy .Wegen
a b

x B

folgt:

ax+by+c Bax+Bby+pc bax+bpyt+by+pc—by bv+gc—-by
xX+By+y BV B BV B BV ’
dv bv+Bc—by

dx—(x+Bf< BV )

Rechte Seite hangt nur von ab: trennbare DGL.
Im Fall b0 fuhrt die Substitutionv=a x+ b y+ ¢ auf die DGL:
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dv bv

— = b f

d x a+ <Bv+by—Bc>'
Beispiet

o XFTY :
_—x—y+1’v' X—y+1;
V'=—1+V_1=—1;
% %

fdx=—fvdv;

x=—%v2+k=—%(x2+ YV+1+2xy—-2x-2y)+k.
Lésungskurven:

X+ y +2xy-2y+K=0.

g) Die dimensionierte DGL

Die DGL y' = f (x, y) heitdimensioniert, wenn einme& R existiert, fiir das
f(x,yxM=Ff(1,yx"*

gilt.

Definiere v durch y=x"v = y =x"v +mx" *v="f (x, y"v)=f(1,v)x" .
Fur x #0=

% =%[f (1,v)—myv],

also eine trennbare DGL.
Beispiele

1) y=x+y x*=>m=2
Setze y=x*v=

I SR UV

1+vV-2v x v-1

Nebenrechnung:

f(x,yx)=f(1,y)x;:x+yV¥x'x=x(1+y);
1

Y

y=x (1 n X + K

2) y=f(x,y) :=xX+yx'mitr,s,teR
f(1, ) X" P=(1+y)x" T fF(x, yxXM =X+ y x™
Koeffizientenvergleichr =m—-1; m-s+t=m-1;=>m=r+1;t=r—(r+1)s;
h) Die lineare DGL
(9) ¥'+ p(x) y=r (x) inhomogene lineare DGL
(10) y' + p(x) y=0 homogene lineare DGL
Allgemeine Ldsung von (9) = spezielle Losung von (9) + allgemeine Losung von (10).
(10) trennbare DGL Lésung:
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dey:_f p(x)dx+K,

oder
—}p(t)dt
y=y, e~
Spezielle Losung von (9) durch Variation der Konstanten: Gehe mit dem AngatzC (X) , d.h.
—xfp(t)dt
y(x)=C(x)ex
in (9) ein:
celP_c.pelPipceltit=r

IEIGER: x :
C'=re" ;C(x)=fr(s)efp“)‘“ds+K3

y=g [P Ko+ [r(s) eridtyg
jp(u)du

exu
ist integrierender FaktoM = M (x) .

Sindsowohl p(x) alsauchr (x) fur alle x€ R stetig,soexistiertdie Lésung y (x) fir alle
x€ R (und alle Anfangsbedingungey (X,) = Y, ) (folgt aus Sat2.7).

i) Die Bernoullische DGL

Die Wachstumsratey/ y seilinear: y/y=p+r-y.

Bernoullische DGL:
(12) v+ p(x)-y=r(x)-y"; neR,n#1 (n=1 wére eine lineare DGL)

Substitution:

' Vl—n

1-n
Einsetzerrl1 in (12) Iielfert:

VITT 4+ peviT =it

T=iv;> Yy =v
y y

1—n

1\i—n + p-v=r lineare DGL fiir v

Bei dieserAbleitung muss y # 0 vorausgesetziverden.Das ist auchin (12) notig, wenn man
beliebige negativen zul&sst.
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A
y

y (x)=0 ist Losung der DGL!
Beispiet
LY 2
+ ==Xy
Y+ =Xy
_ 1 S B
V=Y S oV o vEX
Lineare DGL; zugehorige homogene DGV:/v = 1/x hat als Losungin [v|=In |x| + In |C,| .
v=C,-X (gilt auch fir v<0 und/oderx <0!)
Variation der Konstanten:
v=C (x):x=>V =C' x+C einsetzenin DGL; fuir x#0: C'x+C-C=-x> =
C'=-x;C=-x/2+C,;
x> 1

v=—2-+xC,; y=—"—""r—.
2 vy xC,—x/2

J) Integration durch Differenziation

Diese Methode sucht Losungen in Parameterform (Parametet: y' ). Implizite DGL.:

(13) F(x,y,y)=0

( oF O0F OF
ox' oy oy

Das Verfahren liefert nur solche Lésungen x) , fir die y" existiert und y" (x) # 0 ist.

Differenziert man (13) nach : = y', so folgt:

sollen existieren und stetig sein)

OFdx  OF dx L OF
_|_ . _— _—
ox dt oy . td t 6 0
Tdx
Ist (0 F)/(ox)+t(oF)/(oy)#0,dqil:
oF _(OF
_ ot dy _dx ot
T g£+tg£’dt_tdt oF ., 0F "
X y 0 X oy

Meist benétigt man nur eine dieser Gleichungen, namlich wenn (13) raotier nachy aufgelost
werden kann.

1. Fall: (13) sei nachy auflosbar:
(15) y=G(x ¥y )=G(x,t)
1. Gleichung von (14):
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—96G
dx ot
dt  9G

0 X

Dies liefert mit (15) die Parameterdarstellumg= x (t) (Losung von (14)),y=G (x (t), t).

2. Fall: Lasst sgclr_l(ll%) nackx auflésen,d.hx=H (y, y')=H (y,t),soqilt:

dy _ -t ot

dt o0 H '
t—-1
oy

Ein Beispiel liefert:

k) Die d'Alembertschen DGL
17) y=x-f(y)+g(y")

Aus (16):

dx X'ft+gt af(t) ag(t)
1 = ; for= =,
(8)dt t—f(t)’ft ot % ot '’
Bei (14) gilt die Voraussetzung:
—+t—=1f(t)—t#0.
0 X M oy (1)

Es existiere eint mit f (t)=1t . Dann folgt aus (17):
(19) y=x-t+g(t)
LOsung!!

Beispiet y=(y')*-x.
Untersuchef (t) =1 :
1) y=0

2) y=Xx

(18) =
dx_x-2t,dx=2dt_ C 1

= ; ,X_
dt  t—t2' x 1-t (1—1t)?

d.h. t?=1 mitden Losungent =0, +1 = Ldsungen:

) Die DGL y" =f(y)
ZwischenintegraleErhaltungssatzedie DGL beschreibtlie BewegunginesMassepunktgmit der
Masse 1) unter der Kraff ohne Reibung. Sei

y

20) F (y):=Jf(t)dt

Yo

= y" =1 (y) gehtiberin

1) _dF
2y dy
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d 1 .2 _
(3t Fivom)-o,
d.h.:
1 .
(21) 5y —F(y(x))=E€R
Deutung: 1/2 y*? ist die kinetischeEnergie, —F (y (x)) ist die potenzielleEnergie, E ist die
Gesamtenergie.

E wird durch die Wahl vony, in (20) eindeutig festgelegt.

Beachte In (21)ist 1/2 y'*>0, darausfolgt —F (y(x)) <E, d.h.die Teilchenbahny (x)
liegt so, dassdie kinetischeEnergie >0 bleibt. (21) = y' = +V2(E+F (y(x)))
trennbare [y)g;m

x—x,=x [ 4

y, V2(E+F (1)
Lésungsweg fir einfache DGLen 1. Ordnung
Man Uberprift den Typ der DGL am Besten in folgender Reihenfolge:

Ist die DGL leicht nach y* auflosbar?

Nein:

F (x,y, Yy )=0.Integration durch Differenziation
a) d'Alembertsche DGL

d x
b) 9T

Ja:

Ist es eine trennbare DGL?

Ausklammern!

Ist es eine lineare DGL?

Ausklammern!

Ist es eine Bernoullische DGL?

Zwei Mdglichkeiten: Untersuche das Argument vgn

1) f=f (%) : Ahnlichkeits-DGL (Briiche erweitern!)

2) f=f1 ( ax+by+ C) (Briiche erweitern)
xX+By+y

Wenn beides nicht funktioniert:
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Ist es eine exakte DGL?

Ausklammern! Integrierende Faktorel = M (x), M =M ().

Ist es eine dimensionierte DGL?
Oft von der Gestalt:
g=23ay x

mit a:,s,tielR

Hier nicht behandelte DGL, z.B. Riccati

EntwederKamke(dickes,schoneBuch— umfangreich&sammlungvon DGLen,weltweit ziemlich
einmalig (Kamke hat als Jude das 3. Reich Uberlebt,weil sein Buch als kriegswichtig erachtet
wurde! Hat sich anschliel3endn der TUM um einenLehrstuhlbeworbenwurdeaberabgelehnt.)),
oder Computerprogramm.

6. Lineare DGL-Systeme 1. Ordnung
Linear heil3t: linear iny, nach y aufgel6st, d.h.:

yi=a,,(X) y,+...+a, Yy, + b (x)
(1) :

ylmzam1<x)' y1+"' +amn ym+ bm<x)

Bequemer:
y'=A(x)-y+b(x)
A(m, n) Matrix
b(x)eR™

6.1 Losung des homogenen Problems

a) Existenz einer Lipschitz-Konstanten

Die zu (1) gehdrige homogene DGL:
(2 y' =A(x)-y
A(x): (m, n)-Matrix mit den Elementena, (x) . Setzem = n: Peanol!!

M (x): =max |aj ()|

y, (X)€ R": zwei Lésungen
[AG) = AL ol =[ 28 (¥ = )

Also ist die Lipschitz-Bedingung erfllt.

=S (= vel=m -y < oy -y

b) Losungsbasis

Ist die Matrix A (x) in eineroffenenund zusammenhangendevienge G stetig, so folgt aus
Satz2.7 (oder 2.1), dass durch jeden Punkt v@neine Losung geht.
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Beweis Durch Einsetzen in (2).
Seiene,, ..., &, irgendwelche linear unabhangige Vektoren IR .
Anfangsbedingungery, (X,) =€, ..., Y, (X,) =€,.
Satz6.1 = Eine beliebige Losungz von (2) lasst sich mit
Z(X)=:2=2.8
i=1
in der Form
z(x)= 2.7 y (x)
i=1

schreiben, denrz (x) ist Losung von (2) wegen Safizl.
NachVoraussetzungLipschitz-Bedingungst erfillt, ,zusammenhéangendi$t die Lésungsogar
eindeutig durchz (X,) = z, bestimmt.

Ist speziell z (x,) =0 fiirirgendeinX,€ G, soist z(x)=0 furalle xeG.

Beweis y' existierenda y eineLésungderDGL ist; y' ist stetig,dain (2) A(x) in G stetig
ist. Eindeutigkeit: Siehe Abschnigt 1.

~Wenn in der Mathematiketwaswichtig ist, gibt esviele Definitionendazu,weil jeder seinen
eigenen Ausdruck hat.”

Definition: Die Vektorfunktionen Y, (X) in Satz6.2 heiRenLésungsbasis Sie lassen
sich in einer(m , n) -Matrix
i(x) - yn(x)

Y (X)=(y(x), o, Vo (X)) =1 : 3
Yi(x) - Ya(x)
zusammenfasseffundamentalmatrix oder Ubergangsmatrix (Name,da sie den
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,Ubergang" z (X,) = z (X) liefert).
Y'(x)=A(x)Y (x)

Wahlt man fir die Basis (€] in Satz6.2 die naturlicheBasis,d.h. Y (x,)=E
(Einheitsmatrix), gilt auRerdem:

z(x)=Y (x)-z(Xy). In diesemFall heiRt Y bezuglich X =X, normierte
Ldsungsmatrix.

Beweis Annahme:Es existiert ein x,€G mit z,(X;), ..., Z,(X,) linear abhangig = es
existiert a'€ R, ..., a"€ IR mit mindestens einena' 0 und
n
0=Ya z(x,)-
i=1

Definiert man die Vektorfunktiony durch
y:=2.az

so ist y eine Losung der DGL und Y(X;)=0, y(X,)#0 nach Voraussetzung.
WIDERSPRUCH, day (x) =0 falls y(X,) =0 (Eindeutigkeit; siehe oben).

Bemerkung Ist Y (x) eine Fundamentalmatrix(d.h. y;(X), ..., y,(x) sind linear
unabhéngig)soist Y (x)-Y™*(x,) die beziiglich X, normierteLésungsmatrixStatt(3)
gilt:

@) z(x)=Y (x) Y (X,) Z(Xo)

Beweis

1.)Seien A (x) und Y (x) Fundamentalmatrize®efiniere K durch A(X,) =Y (X,)-K fir
ein X, € G . Wegen (4) gilt fur alle Lésungerz von (2):
Z(X)=Y (X)- YT (Xo) Z(x) = A(X)- AT (Xg) Z(X,) -
Da die Losungenz (X,) eine Basis dedR" bilden, darf man schlieRen:
Y (X)- Y7 (X)) = A(X)- A (%) = A(X)- K™Y (x,) ; multipliziert mit Y (X,) =
Y (x)=A(x)-K™

2.)Aus Y'=A-Y folgt fir einekonstanteMatrix K : (Y -K)'=A-(Y-K), d.h.mit Y (x)
istauchY -K eine Fundamentalmatrix, ddet (K ) #0.

Bemerkung In derDGL Y'= A(x)-Y wird die Matrix A (x) durchdie Fundamentalmatrix
eindeutigfestgelegtSei Y (x) einein einemoffenenintervall G stetigdifferenzierbare
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(n, n)-Matrix mit det (Y (x))# 0, soexistiertgenaueine (n, n) -Matrix A(x), so
dassY Fundamentalmatrix vor" = A-Y ist.

Beweis Setze A (x)=Y'-Y .

6.3 Losung des inhomogenen Problems
.variation der Konstanten*
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