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17. Approximation periodischer Funktionen: Fourierreihen

17.1 Der Weierstraf3sche Approximationssatz fur periodische Funktionen

Definition: Ein trigonometrischesPolynom mit Grad <n ist einemit komplexen

Koeffizienten c, gebildetet Funktion.

n

T(x)= > ¢ €, xeR,ceC

k=-n

Summen und Produkte trigonometrischerPolynome sind offenbar wieder trigonometrische

Polynome. Mittels € **=cosk x+isinkx kann T auch in der reellen Form:
a . .
T (x) =?° + ). (a, cosk x+b, sin k x) gebracht werden. (wobeii.A.a, ,b,€C ):
k=1
1)
a,=2¢ ¢, = 20
0 0 0~ 2
1 .
a,=c¢ +C, ck=§(ak—|bk)
. 1 .
b =i(c,—cy) C—kzz(ak_i_lbk)

Beweis Ubung

Bemerkung: ¢, =c_,
a,=c +c =2Rec,
b,=i(c.—c)i(2ilmg)

Die Koeffizienten ¢, und damit a b, sind durch T eindeutig bestimmt, wegen der
sogenannte®rthogonalitatsrelation.

2m
) J'einx'efimxdxz 2w fallsn=m n.mez
0 0 fallsn#m

istnamlich (€°"*=1 ke z)
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21
1 _ik x
3) ¢, =—
3) ¢ 2n{T(x)e d x

2m
Notation: Kronecker-Symbol: f e '™ dx=2ms6,,
0

Definition: Wir bezeichnen T die Menge der 2w -periodischen, stetigen

Funktionen f: R — IR mit folgender Eigenschaft:

Ve>03 reelles  trigonometrisches Polynom T mit
If (X)=T(x)|]<e VXeR .

[ Dies ist analog zu P in 16.6]

=—— ; X:=w-T ; periodischaunktion:

f(x)=f(x+2m) ; (bzw. mankannauch

oft nichtperiodische Funktionen in einem bestimmten Intervall als periodisch betrachten)
SNz * sinxt 3

2 xei B
f (x)=sin(x)-sin(3-x)+1 ;

f (x) lasst sich durch Superpositionunendlich vieler harmonischerSchwingungsprozesse
darstellen.

f(x)=

N[

N
a,+ 2 (a, cosk x+b, sinkx) ;
k=1

komplexe Schreibweise:cosk x :% (e *+e™)  sinkx= % (ekx—g'kx) .

_ﬁ & 1 i k x —i k x i ikx  ikx _& e ik x .
f(x)—2+k;[ak2(e +e )+bk2i(e e )]—2+k=Z_che ,
cik=%(ak¢ibk) © k>0 ;

Umkehrung: a,=c¢,+¢C, ; b,=i(c —cy) ;
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